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Предисловие к русскому переведу. 


Предлагаемый перевод является извлечением математической частя 
из справочника по машиностроению, составленного коллегией епециали- 
етов и изданного под общей редакцией Луббеля. 

Нет надобности упоминать о достоинствах самого справочника, являю- 
шегося, собственно, небольшою энпиклопедией по машиностроению: его 
компактность, научная точность и главное свежесть научного и техни- 
ческого материала ставят его на выдающееся место среди других анало- 
гичных трудов и кавно были оценевы по достоинству. Мы хотим только 
отметить высокие качества его математической части. 

одобно всему труду, его математическая часть есть также произве- 
дение коллегии спепиалистов, каждым из которых написана лишь неболь- 
шая часть общего труда, та, в которой данный снецдиалист являлся наи- 
более компетентным. Именно вследотвие этого математическая часть 
и имеет свои столь ценные свойства: авторитетность в каждом отделе, 
безукоризненные цифровые данные и корректность в теоретических 0бо- 
снованиях правил. Носледнее не только не является излишним балластом. 
для технического справочника по машиностроению, но существенно 
необходимо в чисто практическом отношения, лотоуу. 
что всякое употребление практиком какого-либе правила или формулы 
необходимо предполагает отчетливое представление им условий ее приме- 
нимости, так как почти веякая формула годва лишь в известной обета- 
новке, которую и знает теоретик, и так как почти нет формул, имеющих 
‘абсолютную применимость, неограничиваемую ничем. Крайняя осторож- 
ность коллегии составителей поэтому впелне понятна: недостаточная све- 
жесть цифровых данных оттолкнула бы практиков от пользования киигою 
в ходе их ежедневной работы, & отсутствие или сбивчивость и невнят- 
ность теоретических разъяснений лишили бы труд в их тлазах оконча- 
тельной ценности. =. в 

Нредлагаемый перевод выполнен Н. Н. Тарасовым и проредактиро- 
ван мною. Несмотря на относительно небольшой размер и сравнительную 
однородность содержания математической части справочника Луббеля, 
перевод ве представил значительные трудности, благодаря некоторой 
лоле иллюстративного материала, заимствованного оригиналом из теоре- 
тической н прикладной механики, и в сущности был доведен до конца 
благодаря лишь авторитетной помощи проф. механики А. Л. Лаврентьева 
и инженера Н. Н. Павхова, которым и приношу здесь глубокую блето- 
дарность. 
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Нодеясь па последовательное поязление переводов и ‚ остальных 
оглелов книги Луббеля, выполненных соответствующими специалистами, 
мы думаем, что в виду достоинств математического отдела, отторжение 
его от остальных частеи книги может представить и самостоятельный 
интерес. 

Вопервых, в нем математика представлена в легкообозримой 
форме и лишь своими элементами, но, однако, таким образом, чтобы 
вполне лсчернывать потребности намечаемых теоретически и проводя- 
ихея за практике замыслов не только инженера-малшиностроителя, но 
и вообще текущей повседневной инж нерной деятельности, независимо 
от специальвоств. Отсюда —значение этого отдела для инженеров вообще, 
без хиферениианиия их по соениальностям. | 

Во-вторых, олатодаря этой легкой обозримости всех нужных для 
инженера отделов математика, на отдельный выпуск в печати математи- 
ческого отдела книги ЛуУбболя будет обращено внимание и учащегося 
специальных высших учебных заведений, который налет в вей повтори- 
тельное руководство и подробный хоневекх всох отделов математики, 
слушаемых им в лекционном порядке. Теоретические указачия вывода 
всех важных теорем ‘азложены здесь настолько ивтуитивео ясно, м: 
таким образом, подчеркиралот воегда лить существенный момент дока- 
зательетв, что учащийся без труда охватит тот часто #0 далошийся ему 
рельеф, уследить который ему бывает трудно в оботоятельном, 80 моно- 
тончо излагающем доло каком-либо курсе математачеекого анализа, гле 
все бывает так обстоятельно изложено—и детали, и существенный момент, ` 
что ориентировка не всегда бывает детка, ссобенно в случае пропуска 
учащамся лекции. | | 

Кроме того, не приходится уже миото говорить о том, насколько 
важно для учащегося будет иметь еще на школьной скамье в своих руках 
существенную часть того справочника, который делается неразлучиым 
спутником его дальнейтен инженерной жизни. | 

В-третьих, изчаваемая отдельно математическая часть представит, 
‘бев сомнения, совершенно особенный интерес и для самих проподава- 
зелей кафедр математики высщих специальных учебных заведений. Уже 
хавно эти преподавалели систематически начали получать указанит, 
идущие из кругов инженеров, на то, что материал, излагаемый в этих 
школах кафолрою математики, не вполне отвечает потребностям инжо- 
нерии, часто он слишком теоретичен, прелставляя собою, скорее, ко-. 
пию в уменьшенном размере универбитетекого курса со всеми ето чисто 
теоретическими устремлениями, неуместными для ‘инженерных конетрук- 
ций, и что, ‘поэтому, давно уже следовало бы, чтобы преподавание мате- 
матики было изъято в специальных вузах из рук математиков и было 
передано в руки инженеров. Следует сказать, что указания эти редко 
сопровождаются точными сведениями о том, что же именно желательно 
иметь и ожидать от кафедры математики инжене] ам. Непосредственный 
‘опрос давал всегда очень расплывчатут программу © огромным диана- 
зовом, начиная от робких пожеланий иметь полную теорию детерминан- 
тов и кончая требованиями теории траневерсалей вариационного исчис- 
дения. И следует сказать, что при такого рода неопределенных пожелё- 
ниях математик невольно чувствовал себя в кругу инженеров держа- 
щимся настороже и готовым ко всяким непредвиденностям. 
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й ак в Этом отношении выпуск математической часте книги Дуббеля 
представил бы озобенный интерес для преподавателей математики, так 
как она) о ы определенно заявляет устами коллегии инженеров, 
чего имфино хочет современная инженерия от иреподаваних мате- 
матики. \Ясво, 410 с этою, Уже как бы официальною, программою 
з руках матемотик сразу получает твердую почву и сбретает оо. 
ность сориентироваться в пожелаиоях инженеров. Не предварля суждс 
щий математиков об этих пожелавиях, укажем, что они встретят ое, 
\емало с ета празильных суждений о практической ценности для 
А и знатв теоретическую аргументацию, обосновывающую то или 
К, е правило Или © формулу, так как только зная вывод правила, можно 
й. ь УВОрОвыы им в Копустимости его применения в таком-то и таком-то 
ое, вот гредивце омся на празтике Дуббеля. Далее, математик е уховлетворе- 
констатирует, что область мнимых чисел в настоящее время высоко. 
№я инже иброми, которые начинают ставить мнимые числа, в отно- 
практинеской полезности, наравне или даже „много выше дей- 
ствите4.ных чисе!“ (см. главу перевода о мнимых числах). 

Олбует сказать, что в первое мгновение математика может при- 
вести в \аменатедьство почти полное отсутетвие теории дифоренциаяь- 
пых урав ений ка с производными обыкчовенными, так в особенности 
с части. 10, | по ‘размеиилении, дело представляется совершенно 
ясным. В Аниго Луббсля изложены лишь элементы высшей матема- 
тики, т. е. о в Чем имеет нужду инженер в его обычной хекущей 
а жизни, следовательно, лищь в такях елучах, тип кото- 
рых внолне Мезвестез, установлен, не представляет чересчур большого 
иснлточения № не требует чрезвычайной инициативы. Цо это еще не 
оначит, что * а о: диференпиальных уравнений золава быть 
устранена из’ изки) ‘втузов, так как в случаях вполне конкретных, нб 
более редких, 1 их должен сделать справку в более цолном курсе 
математическоговатализа. Это обстоятельство вполне удостоверяет 1200- 
ходимость теори8 даференииальных уравнений во втузе, так как случам, 
ие уклалывающие в сов: ем в шаблон, вовсе не столь уже исключительны, 
а свобода ининиа вы, отозь драгоценная в такях случаях, достигается 
только одпим—внднием. \ 

Изменения, ко’ 
олодующие: — | 

во-первых, пр} 


юрые прёитось пря роревояе рнести в подлинник, 


лось % енно изменить учение. 6 сходимости 
отененных рядов, таь \как в поминнико цеорня эта была’ основана на 
дОЖнОмМ предлож жении О сходимости, ряда Течлора для всякой функции, 
обладающей всеми произвойн: ыми— и, значит, была непонравима; 
во-вторых, ирииА 
в оригивахе неправадьн 


зь сделать ряд небольнихи исправлений, напр.” 
имонуетея „транецендентным числом“ всякая 
апгебраическая иррациодельноеть, не в ъражаютаяся через радикалы. 

В оригинале имеейфя также ряд простых нелосмотров, вроде утвер- 
илония, что ©” есть /единст?енная фунхция, /тождостоенная со своей 
прочеводной. И, вр/м@е того, ‘в согласии < жизныю совотекой высшей` 
ищолы и советекой 1; щенерли, ирлиелось измунить некоторые обознаме- 
чения, вооле, напригер, о угловог коэфиниента прямой чероз 
букву т, а ве чере7 букву ^, как это везде/у нас принято. 


о 


Чидпелтель при пользовании этою киижкою долоюен иметь в виду 
чо в НЕЙ совсем нет упражнений, а имеющиеся примери приведены» 
лишь в целях одиозо только раззяснеиия, 1толо или инозо рассуждения. 

_ Все примеры как буквенные, так и числовые заимствованы из т6е- 
кущей жизнн инженера-практика. Только в этом лить ложит причина 
кажущегося произвола, на первый взгляд, числовых зеданий иллюстра- 
пионных примеров: ха самом деле, числа эти взяты именио тавими, 
с накими чоще всезо имеет дело инженер. 


Академик ПШ. Лузин, 


Часть первая. 


Таблицы. 


А. а} Таблицы степеней, корней, бриггозых логарифиев, п ОКрУне 


=. НОСТеЙ и ‚ площадей кругов) 1}. 
я ` В киа 
т 92 333 Ул | у ть | в | №ю я ры и ой НН | 
_В о | 
| г 1 | 1 0000 | 1.0000 10.0000 | 1000,009 | 3,142| 0,7854; 11 
р 4 8 | 1,4142 .. 2599 10 Е. 500,000 6,288 | 3,146! 2 
3 9 | 27 1 1,7391 | 1,4492 10,47712 | 338,388 9,425 7.0682 | 31 
И 18 64 | 2,0000 | 175874 | 0.60206 | 250,000 | 12,568; 12,5664 1 4) 
5 25 125 | 2.2361 И 1.7100 [0.69897 | 200,000 | 15,708 | 19 .6350 5) 
6 38 216 | 24495 | 1.8171 1 0,77815 186, 667 | 18.850 | 282748 | 61 
7 49 343 | 2,6453 | 1,9129 1 0,34510 2,357 | 21,991 | 33 4845`| 71 
8 64 512 | 2,8284 | 2,0000 096309 в. 000 | 25133 | 50,9655 81 
9 81 129 | 3,0000 | 2,0801 | 0,95424 | З11/11 28.274 | 63,173 | 9) 
0] 10| 1050 | 3,1623 | 2,1544 {1 1.00000 || 100,000 | 31 216) 78,5398 | 10) 
ТИ 121 1381 | 3.3166 | 82240 Ня 04139 | 90,9091 3 558 | 95,0382 | | 
12| 144 1728 | 34641 | 29-94 | 1,07913 |, 83,3383 7,609 | 113,097 | 12} 
13| 169 2197 | 3,6056 | 2,3513 1,11394 | 76,9231 20 ‘41| 132,732 | 13| 
14| 156 2744 | 3.7417 | 2,4101 |1/14613 | 71,4286 | 43,082 | 153,998 | 14| 
15| 225 3375 | 38130 | 2.4662 1117609 | 66.6667 | 47124| 176,715 | 15| 
16 226 4096 | 4.0060 | 25198 {1.20412 | 62.5000 1 50,265 | 201,062 16 | 
| 289 | 4913 | 4,1231 | 2,5713 | 1,28045 | 58,8285 | 53,407 226,580 | 17) 
13| 324 5832 | 42496 | 2.6207 {1.25527 | 55,5556 | 58 || 254469 8 
1 364 6359 1 4,3589 | 2,6684 $ | 1,27815 52,6316 | 59,690 | 283,529 | 19 
20| 200 [А 8000 |4, 2,7144 | 1,30103 | 50,0000 62 _ 62,832 | 314159 |2 
и 44. 9261 45826 || 271539 1132222] 476190 | 65978 | -46.381 21 
к 434 10648 1 46904 |2 3920 р 34242 | 45,4545 09.1181 280,133 22 
23| 529 12167 | 47958 | 2.5489 | 1.36173 | 43,4758 | 72.257 | 415,476 | 23) 
04| 576 14821 | 48990 | 2'8845 ›1,38021 | 41.6767 | 75,393 | (452,339 | 24 
к 6 15025 | 5.0000 | 2,9240 | 1,39794 | 40,0000 тео 490,874 25 
56 676 17576 | 5.0990 | 2,9525 | 1,41497 | 38,4615 | 81,681 | 530,929 | 26 
27| 739 19583 5.1962 3,0000 1 1,43126 | 87,0370 | 84,823 | 572,555 | 21 
58| 784 21952 | 5.2915 | 3,0366 |1,44716| 35,7148 ы 615,959 | 98 
29| 841 24339 | 5,3852 | 3,0723 | 1,46240 | 34,4828 | 91,108 | 600,520 | 29 
80| 900 о | 27000 Бута || 3,1072 | 1,47712 | 33,3338 ый 94,248 | 706,858 | 30 
| 961 | 29791 | 5,5678 | 81414 | 1,49186 | 32,2581 1 97,889 | 754,768 | 31 
32| 1024 32768 | 5.6589 | 31748 | 1.50515 | 31,2500 1 100,531 | 804,248 32 
38| 1089 35937 | 5.7446 | 3,2075 | 151851 | 30,3020 | 103,678 | 855,299 | 83 
34| 1156 39304 5.8310 | 3,2396 1,5814 | 29.4118 | 106.814 | 907,920 | 34 
38| 1295 49875 | 5.9161 | 3,2711 | 1,54407 | 28,5714 * 109,956 | 962,113 | 35 
36| 1296 46656 | 6,0000 3.3019 | 1555680 | 271778 | 113.097 1011,88 36 
37| 1369 50653 | 6.0328 | 3,3320 | 1,56820 | 27,0270 | 116,239 1075,2 37 
38| 1444 54972 | 6.1644 398 | БЫИа 26,3158 1 119,381 | 1134, т 38 
> 1571 59819 | 6,2450 3,5912 | 1,59106 ) 25,6410 | 122,522 | 1194,59 39 
10| 1600 | 64000 6,3248 | 3,4200 .1,60206 | 25,0000 | 125,56 | 1256,64 | 40 
41| 1681 68921 1 6,4031 3,4432 | 1.51278 | 24.3902 128.81 Г 1520,25 ГА 
49| „1764 74088 | 6.4807 | 3,4760 | 1.69395 | 23,8095 | 131,95 | 1385,44 | 42 
43| 1849 79507 | 6.5574 | 3,5084 ] 1,63247 23,2558 | 185,09 1453,20 | 43 
44| 1936 85184 | 6 6332 | 3,5308 1 1,64345 | 22,7978 | 138,28 | 1520,53 | 44 
45| 205 | 91125 | 87082 | 8.5569 | 1766891 22.0522 | 141737 | 1590,48 | 45 
4} 2116 97336 | 6,7923 3,5830 | 1,66276 | 21,7391 | 144,51 | 1661,90 | ‘46 
47| 2209. | 103823 ; 6,8557 Е. 210 | 21.2766 | 147'65 | 1734,94 | 47 
43| 2304 | 110592 1 6,9282 | 3,684 |1, ‚68124 | 26,8333 | 150,80 | 1809,56 | 48 
49] 2401 | 117649 | _ 3,6693 | 1,09020 20,4082 1 153.94 | 1885,74 | 


$ р 


1} В настоящих таблицах длины окружностой ип лошади кругов выражены через днаметр 


( 


=. и О 
| А. 1 ти 
737 113 | Ув Уп 1222 | и а 7 
501 25,00 | 122,000 | ъо7И | 3,6840. 1.69897 | 20,000 | 157 ее 1963,50 | 50 
2601 | 132651 | 7,1414 | 3,7084 | 1,70757 | 19,6778 | 160,22 2042,82 | 51 
2704 | 140608 | 7,2111 } 3,7825 | 1,71600 | 19,2308 | 163,36 | 2123972 | 52 
2809 | 148877 | 7,2801 | 3,7563 | 1.72428 | 18,8679 | 166,50 | 220618 | 53 
2916 | 1517464 | 7,3485 | 3,1708 | 1.73289] 18,5185 | 169,65 | 229022 | 54 
3025 | 166875 1 7,4162 | 3,8030 | 1,14036 | 18/1818 | 172781 231583 | 55 
3136 175616 7,4833 | 3,8259 11,14519 | 17.8571 175,93 2463. ‚01 56 
3249 | 185198 | 7,5498 | 3,8485 | 1.75587 | 17,5439 | 179,07 | 2551,76 | 57 
3364 195112 | 7.6158 3,3: 09 11,76343 : 17,2414 182,21 | 2642,08 58. 
3481 | 205379 | 1.6311 | 3,8980 1.77085 | 16,9492 | 185,35 | 273397 59 
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71289 | 19034163 1 16,3401 | 6,4393 12,42651 
т 19248332 1 16,3707 | 6,4478 1242813 
_ 72361 | 19465109 | 16,4012 | 6,4558 |5,42975. 
^ 12900. | 19688 00 16,4317 | 6,4632 | 2.48136 
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73984 | 20123623 | 16.4924 | 6,4792 1243457 
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76729 | 21253993 | 16,6438 | 6,5197 1 2.44248 
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31295 | 93149125 1 16,3819 | 6,5808 1 2.45434 
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87075 | 25672375 {17,1756 | 6,6569 | 2,46982 
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31$ 101124| 32157432 | 17,8396 | 6,3256 12,50243 
319 101761| 32461759 | 11,3606 | 6,8328 | 2.50379 
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| 328] 142894 | 54010152 19.4579 | 72868 2.57864 | 2,63852 
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о 5 1 2,58092 | 2,62467 382 
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383] 146680 И ЕЕ 7,2685 | 2758488 2007 116416 |385 | 
‚ 884] 147456 | 56628104 19'6214 7,2148 2758546 | 2,59740 117021 |386 | 
и | 19,6469 | 7,2811 | 2,5969 2,59067 117698 | 
886| 148996 | 57512556 19.6723 | 72974 2.59774 2,50898 118237 |388 
387: 149769 57060603 19 ‘6977 | 7 2046 о ‚53883 о 118847 389 
39381 150544 5 и 9 795] 7 9999 2.58995 2,51069 ыы 
389] 151821 | 58863869 а ее 56410 119459 |390 
Е НЫ Е 3081 12,5 Е 
390] 152100 | 59319000 | 19,7484 | 7,3081 о авы Е И 
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392 253664 60236288 49 Водо я’ едо | 2,59439 р 92453 121998 394 
398] 154449 | 60693457 19'8494 | 13810 | 2.59550 | 2 53807 155545! | За= 
394| 155256 | 681162984 19,3746 | 7,3372 | 2,59660 | 2.53165 123163 |396 | 
895] 156525 | 61629875 192097 | 7.4434 1 2,5910: 2,52585 123786 397 
396; 156816 | 62099136 19.9249 | 72496 | 2.59879 2,5189 124410 |398. 
‚ 397| 157609 | 65570773 199499 | 73558 | 2,59988 | 2,51256 5 | 125096 399 
3981 158404 | 63044792 19,9750 7 3619 р 3.60097 | 8,50627 ОВ 
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40 160000 64000000 = .0000- ‚7,3681 эсат [2% 2.6008 | 2 2,50000 | 1258,6 | 125664 |400. 
401| 160801 | 62491201 1 206,0250 | 7,3742 ре 2,49377 | 1259,3 | 128293 т 
402| 161604 | 64964808’ | 20,0499 | 7,3808 | 2.60493 | 2'48756 | 12829| 126928 |402! 
403| 162409 | 65450827 | 20,0749 | 7,3864 2,60531 | 2,48136 | 12881 | 197556 |403} 
403| 163216 | 65939284 1 20,0998 7,8925 2,60633 | 2,47525 | 1289,2 | 198190 |404. 
405 164025 | 66480125 | 20,1246 7,3966 | 2,0748 1,46914 | 3272,3] 128825 |405. 
406] 164836 | 65923418 1 20.1494 | 7.4047 |2,50853 |2 ‚16305 1275,5 128462 |406 1 
107 1656490 | 67419143 | 20,1742 | 7,4108 || 2,60959 | 2.45700 | 12788 | 130100 |407 | 
409 | 166464 | 67917312 1 20,1990 | 7,4269 | 2,61086 | 2,45098 | 12918| 130741 |408 1 
400| 167281 | 68417929 1 20,2287 | 7,4229 2.61172 | \ 2.44499 | 1284,3 | 131382 409! 
о 163100 | 68921000 | 20,2485] 7,4290 | 2,61278 | 2.53908 1288 я 132025 | 430 
и оО о —— -8— й —— 
| 
41! 168921 | 69426581 | 20,2731 | 7,4950 | 2,61394 | 2,43309 м о 182670 |411 
{| 165744 | 69934528 1 20,2978 | 7,4410 [2.61490 | 2,42718 | 12968 | 183217 |412 
№1 170560 | 70444997 1 20,3994 | 7,4470 |2;51595 | 2.42131 | 1297 ‚5 | \138965 И 
41| 171396 | 70957944 | 20,3470 | 7,4580 | 2.01700 | 9,41546 | 1300.6 ' 334814 |414 
Мб! 172255 | 71473875 | 20,3715 | 7,4590 | 3.81805 | 2.40964 | 13088 | 135265 |8! 
М8 173056 | 71991296 {20,3961 | 7,4650 | 2,61909 | 2.40185 | 1306,9 | 135918 |416 | 
417 | 175589 | 72511713 120,4206 | 7,4710 | 2.62014 | 2,39808 1310, | 136572 |417 1 
|418 174724 | 2354682 (20,4450 | 7.4770 | 2,6218 | 2,3923 | 1818.2 | 197228 |418) 
$19 175561 | 73580059 | 20,4695 | 7,4829 Е 2.38668 1316.3 | 187885 |419 1 
430] 17600 || 74083000. 12054939 | 7,4889 82325 | 3,30895 й 1319,5 | 138544 _ | 420 120 
41| 177241 1461346) | 30,5182 | 7,4948 НЕ 2.37530 | 1322,8 | 139205 |421 
44а 173054 | 95111448 | 20.5426 | 7,5007 | 2,62531 2,36967 | 1325,8 | 139867 |422 
421 108920 | 75636967 {2075670 | 775069 | 2.62634 2,36407 | 1328,9 | 140581 |423 
#34] 179776 | 76295024 20,5913 | 7,5126 |2,69787 | 2,35849 | 138201 141198. 184 | 
42| 180025 | 76765625 1 20,6155 | 7,5185 12658891 2,3594 | 1385,2 | 141868 1425. 
420 181476 | 77305776 120,6898 | 7,5244 2.82941 | 2.34749 | 13983 | 142591 |496. 
487 | 182329 | 77354483 20,5640 | 7,5802 | 2,53043 | 2.34192 | 19415 | 14320] г 
498 123134 | 79402752 | 20.6892 | 75361 2.68144 | 2.93645 | 19446 | 143972 |428 
430 184041 78853589 | 20,7123 | 7,5820 | 2,68246 2.33160 1347,7 | 144545 |429 
| , | Н =. : 
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п - Ъ————ж—щ окос ри : 
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447 | 199809 | 89314623 || 21,1494 | 7,6460 12.55021 | 2/28714 | 1404,3 | 156930 | 447. 
48| 200704 | 899158991 21.1660 | 7.6517 165 2.03214 1 1407,4 | 157688 |448 | 
$4] 201601 | 30518849 | 21,1398 7,6574 22,652 2,2271 | 1410,6 | 158387 | 449 
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ЩО 105600 | 592704000 28 ‚3828 | 9,4354 | 2,92428 | 1,19048 | 2638,9 | 554177” | 840 
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168575296 | 30,2655 | 9,7118 |2,96190 | 1,09170 | 2877,7 | 658998 |916 | 
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у ИК 1 1010025 | 1015075125 1 1055 | 1115025 | 1174241375 | 1105 | 1221025 | 1349992895 : 
У Ним 1914036 | 1018108215 ‚ 1056 | 1115136 | 1177583616 ‚1106 | 1223236 | 1352899016 
| | 07 | 1914049 | 1021147343 | 1057 | 1117249 2180932198 | 1107 | 1225449 | 1356572048 
финн 110064 | 1024192512 1 1058 | 1115364 1184286112 11108 | 1227664 1360251712 
| | 1018081 1027243729 | 1059 | 1121481 | 1187648379 1 1109 | Т229881 | 1363938029 
ыы | - О ЕЕ ——_———_—_ кд 
ин) 9 1020100 00 | 1030: 1030301000 | 1060 | 11236:0 | 1191016000 Е 1310 | 12382100 | 1367631000 
— аа: ян ыы 
М 1032121 | 1033364331 | 1061 |.1125721 | 1194389918 1111 | 128:321 | 1371330681 
| 10.4144 | 1036433728 | 1062 | 1127844 | 1197770528 1112 |` 1236544 | 1375036928 
| 11| 1096169 | 1039509197 1068 | 1129969 | 1201157047 1113 | 1238769 | 1378749897 
14 48196 | 1042590744 | 1064 | 1132096 | 1204660144 11114 1240996 | 1382469544 
М 1010235 | 1045678075 11065 | 1134225 | 1207949625 1115 | 1243225 | 1386195875 
ИИ | 1032256 | 1043772396 1066 | 1136356 | 1211355496 1 1116 1245456 | 1389928896 
УИ) 428 | 1051571973 11067 | 1138489 | 1214767769 3117 | 1247689 | 1393668613 
ГНИНТ 1030824 | 1054978832 1 1063 1140624 | 1218186432 |8 1249924 | 1397415032 | 
ИЦ | 1038361 | 1058089853 | 1063 | 1142761 | 1221611509 11119 1252161 109 | №5 | 14016 1401168159 | 
ИИ О, ООО ЗОО 
190 | 100400 | 1061208000 | 1070 | 1144900 | 1225043000 РР С | 1254400 | 1404928000 | 
>. .—-’ Я Е ВЫ о 
ПОТ | 1012411 | 1064332261 1071 | 1147041 | 1228480911 111521 1256641 | 1405694561 | 
ИМ | 1044431 | 1067462648 1072 | 149184 | 1231925243 | 11900 1255884 | 1412467848 
ИТ | 1046529 | 1970599167 1 1973 1151329 | 1235876017 | ]123 | 1261129 | 1416247867 
Я 104-576 | 10:3741824 1 1074 | 1153476 | 1238839254 1124 | 1263376 | 1420034694}. 
МВ | 1050625 | 1076890695 ‚ 1075 | 1155635 | 124:296875 1125 | 1265625 | 1493828195 | 
УВ | 1052676 1080045576 _ 1076 2157776 | 1245768976 1126 | 1267876 | 1427628376 |: 
ПИТ | 1054729 | 1083206683 1 1077 | 1159999 1249243533 | 1127 | 1270129 | 1431435383 | 
УИ | 1056784 | 1086373952 | 1078 | 1172084 | 1252726552 1123 | 1272384 | 1Аз5одо]во | 
| 1058841 | 1089547389 1 1079 1164241 | 1256216039 | 1129 | 1274641 1439069689 
мо [10 | 1060900 |. 1092727069 | 1080 | 1166400 | 1259712700 1 +150 3276900 | 1442897000 
о ВЕ БТК ИВ ое РАСЫ 
СИ 1062961 | 1095912791 '1081| 1168561 | 1263214441 1181 | 1219161 | 1446731091 
09У | 1065024 | 1099304768 1082 | 1170724 | 1268723368 1132 | 1281424 | 1450571968 
оо 1067059 | 1102302987 1 1083 1142889 О 1133 | 1258689 | 1454419637 | 
4 | 1069156 | 1105507304 | 1084 ‚1115056 1273760704 11134! 1295956 | 1458274104 | 
о 1071225 | 1108717875 | 1085 "1177225 ие 1185 | 1288225 | 1462135375 | 
1073296 | 1111934656 1 1086 1179396 | 1250824056 1186 | 1290496 | 1466003456 
тЫ 1075369 | 1115153653 | 1087 | 1181569 | 1284365503 11371 1292749 | 1469873353 1 
а 1077444 | 1118386379 | 1088 | 1183744 | 1287913472 1138 | 1295044 | 1473760072 1 
р 2521. 1121622319 | 1089 | 1185921 | 1291467963 1139 | 1297371 | 1471638619 
т —.- —_—_—_————_——————_ 


ет -. * 


то 
1042 
1048 
10944 
104 
146 
1047 
104АВ 
1049 


———— = —- 


_ 1088681 
1035754 
1087849 
1059986 
3092025 
1094116 
1096209 
1998804 
1000401 


1128111921 


11313660888 


1134626507 
1187893184 
1141166125 


\ 1144445336. 


1147130823 
1151022592 
154320649 


} 1091 

1092 
1093 
1 1094 
| 1095 
1096 
‚1097 
| 1098 
т 1099 


:000 | 1090 | 11881 1188100 | 1295029000 ГЕ | 1299600 


1190281 
1392464 
1395049 
1196836 
119025 
1201216 
1203409 
1205604 


Ноа би о сваю > пе бе 


1207801 


1298596571 
1302170688 
1305151357 
1309838584 
1312932875 
1316532736 
1320139573 
1323753198 


Е 


1141 
1142 
1148 
1144 
1145 
1146 
1147 

1148 


1301881 
1304164 
1305449 
15308736 


1311025 ` 


1518316 
1315609 
1317904. 


| 1481544000 | 


|149 | 2820201 | 


| 1485446221 

1489355288 | 
1493271207 
1497198984 | 
1501123655 | 
1505060136 | 
1509003523. 
1512953792 | 
1516910949 | 


1 1151 
1 1152 
1153 
{ 1154 
| 1155 
| 1156 
+: 1157 
1158 
| 1159 


| 1189 


28 


|150 | 1322500 


1324801 
13271)4 
1329409 
1331716 
1334025 
1336338 
1338649 
1340964 
1343281 


° 1524845951 


1528823808 
1532808577 


1536800264 | 


1540793875 
1514804416 | 
15485316893 
1552836312 | 
1556862679 


| 1160 | 1345600 | 1560896000 | 


| 1161. | 1347921 | 1564936281 
| 1162 |` 1350244 | 1568983528 | 
1163 | 1352569 | 1573087747 
1164 | 1354396 | 1577098944 | 
| 1165 | 1357225 | 1581167125 | 
| 1166 | 1359556 | 1585242298 
1167 | 1361839 | 1589324463 
| 1168 | 1364224 | 1593413682 | 
| 1169 | 1366561 | 1597509809 | 
1170 | 1368900 | 1601613000 | 
| 1171 | 1371241 | 1605723211 | 
12172 | 1373584 | 1609840448 | 
| 1173 | 1375929 | 1613964717 | 
| 1174 | 1378276 | 1678096024 | 
| 1775 | 1330625 | 1622234875 | 
11176 | 1382976 | 1626379776 | 
| 1177 | 1385399 | 1630532233 | 
| 1178 | 1237684 1684691752 | 
1179 | 1390041 | 1638858339 
`. 1180 | 1392400 | 1643032000 
1181 | 1394761 | 1647219741 
1182 | 1397124 | 1651409563 
1183 | 1399439 | 1655595487 
11184 | 1401856 | 1659797504 
11185 | 1404225 | 1664008625 
11186 | 1406596 | 1668225836 
| 1187 | 1408969 | 1672446203 
| 1188 | 1411344 | 1676 576672 
1413721 | 1680914269 


|190 | 1416100 | 1685159000 


1520575000 


| 1201 


2 


212 


1200 | 1440000 | 1728000000 


1202 
1203 
1204 
1205 
1206. 


| 1207 


1203 
1209 


1211 | 


| 1191 | 1418481 | 1689410871 |1941 | 1540781 
11 92| 1420864 | 1693569888 | 1242 | 1542564 
1193 | 1423249 | 1697936057 | 1242 | 1545949 

| 119+ | 14256 6 | 1702209384. 1244 | 1547536 
9 1195 | 1428025 | 1706439875 1245 | 1550925 
1196 | 1480416 | 1710777586 | 1246 | 1552516 
1197 | 1432809 | 1715072373 | 1947 | 1:55009 
1198 | 1435204 | 1719374392 | 12498 | 1557504 

| 1199 | 1437601 | 1723683599 | 1249 | 1560001 


——.—.—_—. 


Ей 1512900 | 1860867000 | 1280 | 1688400 | 2097152000 | 


$ 


1515361 1865409391 | 
1517324 | 1869959168 | 

‚ 1520239 | 1874516387 | 
1523756 | 1879080904 
1525225 | 1883652875 | 
1527696 | 1388232256 | 
1530169 |` 1892819053 1 1 
1532644 | 1897413272} 
1535121 тРООНОЗ | 89 


1911240521 | 
19158644938 | 
1920495907 | 1283 
1925131784 |1 


1929781125 | 


1984434936 | 


1939096253 
194376492 | 


1732323601 Ее 


1251 
1252 
} 258 


1254 


1255 
1256 
1257 
1258 


1442401 
1444801 | 1736654408 
1447209 | 174099 427 
1449616 | 1745337664 
1452025 | 1749690125 
1454436 | 1754049316 
1456819 | 1758416743 
1459264 | 1762790912 
1461681 | 1767172899 | 1259 


1210 | 1464100 | 1771561000 1260 | 


1263 


| 1264 
1265 


1266 
1367 
1268 


| 1269 


1220 | 1488400 | 1815848000 || 1270 | 1612900 | 2048383000 | 


1466521 | 1775956931 | 1261 
1212 | 1468944 | 1780860128 1 1265 
1213 | 1471369 | 1784770597 
1214 | 1473796 | 1789188344 
1215 | 1476225 | 1793613375 | 
1216 | 1478656 | 1798045696 
1217 | 1481089 | 1802485312 | 
1218 | 1483524 | 1806932930 | 
1219 | 1485981 | 1811386459 
й + : 
1221 | 1490841 1820316861 | 
1222 | 1493284 | 1824793048 | 
1228 | 1495729 | 1829276567 | 
1224 | 1498176 | 1833767494 | 
1225 | 1500625 | 1838265695 | 
1226 | 1503076 | 1342771176 | 
1227 | 1505529 | 1847284083 
1223! 1507984 | 1351804352 
1229 | 1510441 1856331989 


1615441 
1617984. 
1620539 
1623076 
1625625 
1628176 
1630729 
1633284 
1635841 


1640961 
1648524 
+646989 
1648656 
1551225 
1653796 
1656369 
1658944 
1661521 


а 


16686631 
1669264. 
1671849 
1674436 
19:1025 
1679616 
1632209 
1684904 


т 


1950 | 1562500 | 1953125000 1562500 | 1958195000 
ОА АСОИ С 


1565001 | 1957816251 
156;:504 19625715008 
1570009 | 1967221277 | 
1572516 | 1971935064 | 
1575025 | 1976656275 1 
1577536 | 1981385216 | 
1580049 | 1986191593 | 
1582564 | 1990865512 | 
1585081 | 1995616979 
1587600 | 2000376000 | 
О ОИ 
1590121 | 2005142581 | 
1592644 | 2009916728 | 
1595169 | 2014698447 
1597696 | 2019487744 | 
1600225 | 2024284625 | 
1602756 |. 2029099096 | 
1605289 | 2033901163 | 
1607824 | 2038720332 | 
1610361 | 2043548109 | 


| 
Е 
на 
ГЕ 


. 2058075648 | 


2077552576 | 
‚ 2057336952 | 


И 


53 


2058225511 | 


2062933417 | 
2067793824 | 
2072671875 | 


2082440933 | 
НЯ 


2102071041 1 
2106997768 1 
2111932187 в 
2116874304 | 
2121824125 | 
2126781656 + 
2131746 03 | 
2136719872 1 
2141100569 


2146689000 | 
2151685171 | 
2156688088 | 
2161700757 } 
2166720184 
2171747375 
2176732336 
2181825073 
2186875592 


На 


| | 
| н 72 73 п | 72 73 | 7" 23 
| и | 
| ны рик ити зывет зом. > зелетт птих уст ить. зира аиншт овттзтвешь с аозшнысют т оЕовирернх 9 
зоо | 1690000 | 2197000000 | 1859 | 1822500 | 2460375000 1400 | 1960000 | 2744000000 
РТ | 1699601 | 2202073901 | 1351 | 1825201 | 2465846551 | 1401 | 1962801 | 2749884201 . 
10° | 1695294 | 2207155608 | 137.2 | 1827904 | 2471326203 | 1402 | 1965604 | 2755776803 
оз | 1697809 | 2212245127 1 1353 | 1880609 | 2476813977 | 1403 | 1`63409 | 2761677827 
Тао | 12700416 | 2217342464 | 1354 | 18333165 | 2482309864 | 1404 | 1971216 | 276587264 
| 1лоь | 1702055 |. 2222447625 | 1355 | 1936025 | 2487813875 1 1405 | 1974025 | 21773505125 
11106 | 1705636 | 2927560616 | 1356 | 1838736 | 249326016 | 1406 | 1976836 | 2779431416 
Тот | 1703249 | 223268 ,448 | 1357 | 1841449 | 2498316298 | 1407 | 1979649 | 278›366148 
|108 | 1710564 | 22878101121 1358 | 1844164 | 2504374712 | 1408 | 1932464 | 2791309312 
100 | 1713481 | 2242946629 | 1359 | 1846881 | 2509911279 | 1409 | 1985281 | 2797260929 
НИ | 1716100 | 2248091000 | 1360 | 1849600 | 2515456000 | 1410 | 1988100 | 2808221000 
НИЕ | 1718721 | 2953243231 | 1361 | 1852321 | 2591008881 | 1411 | 1990921 | 2809189581 
НИ | 1721344 | 2258403328 | 1362 | 1855044 | 2526569928 | 1412 | 1993744 | 2815166528 
113 | 1723969 | 2268571297 | 1363 | 1857169 2532139147 | 1413 | 1956569 | 2321151997 
НИ | 1796569 | 2268747144 ] 1564 | 1860496 | 2537716544 | 1414 | 1999396 | 2827145944 
ТИЬ | 1729295 | 2273930875 | 1365 | 1863225 | 2548302125 | 1415 | 2002225 | 2833148875 
116 | 1731356 | 22791-2496 | 1366 | 1865956 ! 2548895896 | 1416 | 2005056 | 2889:59296 
ПИТ | 1734439 | 2284322013 | 1367 | 186 689 | 2554497863 11417 | 2007389 | 2845178713 
| тив 1737124 | 2289529482 | 1363 | 18:1424 | 2560108082 1 1418 | 2010724 |. 2851206682 
|1 1729761 | 2294744759 | 1369 | 1894161 | 256126409 | 1419 | 2018564 | 2857248059 
10 | 1742400 | 2299968000 | 1370 | 1576900 | 2571353000 | 1420 | 2016400 | 2863288600 
| 1 | 1746041 | 2305199161 } 1371 | -1879641.| 2576987811 | 1421 | 2019241 | 2869341461 
| о | 1747634 | 2310438248 | 1372 | 1882384 | 2582630848 | 1422 | 2022084 | 287:408448 
| ро 1750829 | 2315695267 1 1373 | 1835129 | 2588252117 | 1423 | 2024929 | 2881473967 
| ры 17529:6 | 2820940224 | 1374 | 1887876 | 2593941624 | 1424 | 2027776 | 2881553024 
РВ | 1725625 | 2326203125 | 1875 | 1890625 | 2599609375 | 1425 | 2030625 | 2893640625 
Тв | 1753276 | 2331473976 | 1376 | 1893376 | 2605285376 | 1426 | 2083476 | 2899736716 
о |1, || 1760959 | 2836752783 | 1377 | 1896159 | 2610969683 { 1427 | 2086829 | 295841488 
|4 1763584 | 2342089522 | 1378 | 1893884 | 2616652152 | 1428 | 2039184 | 2911954752 
| ИмЮ | 1766241 | 2347334289 | 1379 | 1901641 | 2622362939 | 1429 | 2042041 | 2918076589 
| шо | 1968900 | 2352687000 | #880 | 1904400 | 2628072000 1480 | 2044900 | 2924207000 
_ |1 | 1771561 | 2357947691 | 1331 | 1907161 | 2633789341 2047761 | 293 345991 
11 | 1774224 | 23632663608 | 1382 | 1909924 | 2689514968 20506 24. 2936493563% 
11 | 1776389 | 2368593037 | 1383 | 1912689 | 2645249887 | 2053489 | 2942649737 
Ты | 1779556 | 2373927704 | 1334 | 1915456 | 2650991104 2056356 | `294-814504 
11% | 1732295 | 2379270375 | 1385 | 1918225 | .2656741625 | 2059255 | 2954987875 
116 | 1784396 | 2334651056 | 1436 | 1920996 | 2662500456 1 2062096 | 2961169856 
1142 | 1737569 | 2389979758 | 1387 | 1923769`| 2668267603 | 2064969 | 2967360453 
ШВ | 17: 0244 | 2395346472] 1383 | 1926544 | 2674043072 | 2067344 |- 2973559672 
1180 | 1792921 | 2400721219 | 1389 | 1929821 | 2679826869. 2070721 | 2979767519 
ВМО | 1795600 | 2406104000 | 1390 | 1982100 | 2685619000 2073600 | 2985984000 
ИН | 1798281 | 2411494821 } 1291 | 1934881 | 2691419471 | 2076481 | 2992209121 
1 ные | 1300964 | 2416893688 | 1302 | 1937664 | 2697228288 | 2079364 | 2998442888 
1343 | 1803649 | 2429300607 | 1393 | 1940449 | 2703045457 | 2082249 | 3.04685307 
11 | 186336 | 2427715584\| 1394 | 1943236 | 2708870984 | 2085136 | 3010936384 
11465 | 1309025 | 24331386951 1395 | 1946025 | 2714704875 |: 2088025 | 3017196125 
146 | 1811716 | 24885697361 1396 | 1948816 | 2720547136 | 2090916 | 2023464586 
1247 | 1314409 | 244 008998 1 1897 | 1951609 | 2726897773 | 2093809 | 3029741628 
ГУ 1917104 | 24494561921 13 1954404 | 2732256792 20.6104 3036021392 
| 1849 | 1819801 | 2454911549 | 1393 | 1957201 | 2738124199 2099601 | 3049321849 


383 


ОЖЕЕЛИЕЕЕТИАЮИААУ прупрузаититиит мест мы р: о ЗВ 


Я 

1450 | 2102500 | 3048685000 | 100 | 22 225000 || 3375000000 | 1556 | 2402500 т Я 3728875000 
а БУВ ИНН 

1451 | 2105401. 3054936851 | 1501 | 2258001 | 3381754501 1551 | 2405601 |- 3731087151 | 
11152 2108304 | 3061257408 1 1502 | 2256004 | 3338518008 | 1252 2408704 | 3738308608 | 
(1458 | 2111209 | 3067586677 | 1503 | 2259009 | 2395290527 | 1253 2411809 | 3745539377 | 
| 1454 | 2114116 | 2073924664 +1504 2597016 | 3402072064} 1554 | 2414916 | 3752770464 | 
|128 | 2117025 | 3080271875 | 1505 | 2265095 | 3408962695 | 1558 2418025 | 3760028875 | 
| 1456 | 2119986 | 3086626816 1506 2207036 | 3415662216 | 1556 | 2421136 | 3767287616 | 
1457 | 2122349 | 3092990993 | 1507 | 2271049 | 3422470948 | 1557 | 2424249 | 3774555693 
|148 | 2125764 | 8099868912 11508 | 2274064 | 3429288512 | 155% 2421361 | 8781883112 
11459 | 2128681 | 8105745579 | 1509 | 227708] 3486115229 | 1559 | 2430481 | 3789119879 | 
13460 | 2131600 3112186000 1510 | 2280100 | 3442951000 | 1560 | 2433600 || 37964160 3796416000 | 
| 1461 | 2134521 | 8118535181 | 1511 | 2283121 | 3449795881 | 1561 2436721 | 3803721481 
1462 | 2137444 | 3124943128 1012 2280144 | 3456649728 | 1562 | 2439944 | 3811086308 | 
11463 2140369 | 3131859547 | 1518`| 2289169 | 2463512697 | 1263 2442969 | 3318360547 
146е | 2148296 |, 3137785844 | 1514 | 2292196 | 3470384744 | 1564 | 2446005 3825694144 
|168 | 2140225 | 3144219625 | 1515 | 2295225 | 3477265875 | 1565 | 2449206 3833037195 
|406 | 2149156 | 3150662696 1516 | 2298256 | 3484156006 | 1566 | р45ра2о 3340359496 
| 1467 | 2152089 | 3257114563 | 1517 | 2301289 | 2491055418 | 1562 2455489 | 3847751268 | 
| 1468 | 2155024 | 3163575232 | 1518 | 2304394 3497968832 | 1568 | 2458624 | 3855129430 , 
| 1469 | 2157961 | 3170044709 | 1519 | 2307361 | 350498 250 5 | 1569 2461761 | 3862503009 
О а О ЕТ о —| 
|820 | 2160900 | 3176523000 1520 | 2310400 | 3511808000 [2570 20 | 2464500 | 3869893000 | 
11471 | 2163841 | 3183010111 |1521 | 2313441 | 3518743761 |157 | 2468041 | 3877292411 
1472 | 2166784 | 3189506048 |1522 | 2316434 | 3525688649 | 1572 2471184 | '3884701248 | 
| 1473 | 2169729 | 3196010817 | 1523 | 2319529 | з5з264эест | 15а 2474329 | 3592119517 | 
|412 | 2172676 | 3202524424 | 1524 | 2392576 | 3539605824 1574 | Зи чть 3599547224 | 
РТО | 2195625 | 3209046875 | 1505 | 2325625 | 3546578125 | 1575 | 248060 3906984375 | 
1476 | 3178576 | 3215578176 | 1596 | 2328676 | 3553559576 | 1578 2483776 | 3914430976 | 
11477 | 2181589 | 3222118838 | 1527 | 2381729 | 3560550188 | 1577 2486929 | 3921387033 | 
| 1478 | 2184484 | 3228667352 | 1528 | 2324784 | 3567549952 | 1576 2490084 | 3929359552 | 
| 1479 | 2187441 И. 238Т841 | 3574558889 1579 | 2498541 | 2936827539 | 
1480 | 2190400 | 3241792000. 1530 | 2340900 | 3581577000 1680 | 2496400 | 3944812000 | 
СИИ ЛИ ры ПА АВВЫЕ ИЕ ВЕНЫ 
`1481 | 2193361 | 3249367641 | 1581 2343961 | 3588604291 | 1581 2499561 | 3951805941”) 
| 1482 | 2196324 | 3254952168 | 1532 | 2347024 | 3598640768 | 1в.э 2502724 | 3959309388 | 
11238 | 2199289 | 8261545587 | 1533 | 2350089 | 3602686437 | 1583 | 205689 3966822287 | 
1154 | 2202256 | 3268147904 | 1534 | 2359156 | 8669741304 | 1582 2509056 | 3974344704 | 
11485 | 2205225 | 32741759125 | 1585 | 2856225 | 3618805375 | 1585 | 2515255 3981876625 | 
12456 | 2208196 | 3281879256 +1536 | 2359296 | 3623878658 | 1586 | 2515506 3989418056 | 
1487 | 2211169 | 3288008303 | 1587 | 2362369 | 8630961153 | 1587 2518569 |’ 3996968008 
11488 | 2214144 3291646272 | 1538 | 2365444 | 3638052872 | 1588 | обе 4004529472 | 
| 1489 | 2217121 | 830129: 2368521 | 3645153819 | 1589 4012099469 | 

| 
| 


| 1490 


1491 
1492 
1493 
1494 
1495 
1496 
1497 
1498 


1439 


ео 


еек дет ПСТ 


2223081 
2226084 
2229049 
2252036 

2235025 
2233018 
2841903 
2243804 


2247001 | 


90 [22 2220100 | 3307949000 


= 


3314613771 
3321281488 


3327970157 | 


8334861784 
83413623175 
3343071986 
8354790473 
3361517992 
3368254499 


у 


=—-- 


2874681 


2817764 


2380849 
2385986 
2387025 
2390116 
2333209 
2596304 


2399401 


з 


1540 о || 2371600 | 3652963000 


ие ирерыя 


Е 


3659383401 ' 
$665512088 
3673650007 
3680797184 
3687953625 
3695119336: 
5702294323 
3709478592 


3716672149 


1590 2528100 _ 4019679000 | 
Г. ВЮ, 
1591 | 2531281 | 40272680711 
{1592 | 2534464 | 4024966688 | 
| 3593 2537649 | 4042474357 
3594 | 2540836 | 4050092584 | 
1895 | 2544025 | 4057719875 |. 
1596 | 2547216 | 4065356736 | 
1597 | 2550409 | 4073003178 1 
1598 | 2553604 | 4080659192 # 


1599 


2524921 


2556301 
НЕ ИЕ ЗО 


4088324799 | 


Е 72 


У 


| А 


| 1600 | "ео "9560000 | 4095000000 


ль й 


тт 2709500 | 4492125000 | 4492125000 | И 2890000 т —49130000б0_ 
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1863 | 3470769 | 6466042647 | 
1864 | 3474496 | 6476460544 | 
1865 | 3478525 | 6486889625 

1866 | 3481956 | 6497329896 | 
1867 | 3485689 | 6507781368 | 
1868 | 3489424 | 6518244082 | 
1869 | 3493161 | 6528717908 1 
1870 | 3496900 | 6539208000 | 
1371 | 3500641 | 6549699311 | 
1872 | 3504384 | 6560206848 | 
1373 | 3508129 | 6570725617 | 
1874 | 3511876 | 6581255624 | 
1875 | 3515625 | 6591796975 

1876 | 3519376 | 66:.2319376 

1877 | 3523129 | 6612913133 | 
1878 | 3526884 | 6623489152 | 
1879 3530641 | 6684074439 
1880 | 3584409 | 6644672000 

1881 | 3538161 | 6655280841 

1382 | 3541924; 6665900968 

18383 | 8545689 | 6678532387 | 
1854 | 3549456 | 6687175104 1 
1885 | 3553825 | 6697329125 | 
1886 | 3556996 | 6708494456 | 
1887 | 3560769 | 6719171108 | 
1888 | 3564544 | 6729859072 | 
1889 | 3568321 | 6740553369 | 
1890 | 3572100 | 6751269000 
1891 | 3575881 | 6761990971 | 
1892 | 3579664 | 6772724288 | 
1893 | 3533449 6783468957 | 
1394 | 3587236 | 6794224984 

1895 | .3591025 | 6504592375 | 
1896 | 3594816 | 6815771136 

1897 | 3593509 | 6826561273 

1898 | 3602404 | 6837362792 


О 3606201 


гаи | 


6848175699 


$ 


й 


} 
! 


В. Натуральные логарифмы. 


М - о | 0,0000 | 0,6981 | й 1,0986 тЫ 1,3863 


|+ > ®--—- — 4 Ро сев 


_ 152863 |1, 6094 | 1 РТ] 1 


101 = 


1,9459 2,0794 2,1972) 


2,3096 | 2,3979 | 2,4849 | 2,5649 | 2,6391 1 2.7081 | 2.7726 3.8382. 2.9904 2 ‘ада 
2,9957 | 3,0445) 3,0910 | 3,1355 3,1781 | 3,2189 | 3,2581| 3,2958] 2 2,3328 3,3673 
3.1012 | 3,4840 | 3,4657 | 3.4965 3,5264 | 3,5553 | 3,5835! 3,6109 3.6376, 3,6626 
8,6880 | 3,7136 | 3.7377 | 37612 3,1842 | 3,8067 | 3,8286! 3,8501! 3.8712| 3.89181 
3.9120 | 3,9318 3.9512 3,9708 | 3,9890! 4,0078 | 4,0254 40:31 2,0604 4.0715] - 
4,0943 | 4,1109 | 4,1271 | 4,1431 | 4,1589 4.1744 | 4.1397 4.2047| 4.2195| 4.2841 
4,3485 | 4,2627 | 4,2767 | 4,2905 | 4,3041 {1 4,3175 | 43397 4,3438] 4,3587 | 4,3694} 
4,3820 | 4,3944 | 4,4067 | 4.4188 | 4.4308 | 4.4427 | 414543] 44659 4,4773| 4,4886 
4,4998 | 5,5109 | 4,5213 | 4,5326 | 4,5433 | 4,5539 т _ 45747 4,5850 4,5951 
4, 6052 2| 4, ,6151 | 4,6250 | 4,6347 || | 56347 | 4 р -4, - 4,6540 4.06341 4 | 4,0634] 4,6728] 4,6891 | 4,6913 
4.7005 |’ 4,7095 | 4.7185 | 4.7274 | 47369 | 47449 т 4,1586| 4.7822|. 4.9707 4,1791 
4,7875 | 4,7958 | 4,8040 | 4.8122 | 4 208 4 3283 | 4,8363| 4.8442| 4,8590] 4,8598 
4,8675 | 4.8752 | 48828 | 4.8903 4,8908 4.9053 | 4,9127| 4,9200! 4,9273] 4,9845 
4,9416 | 4,9488 | 4,9558 | 4,9628 | 4,9698 | 4,9767 | 4,0336] 4,9904 4,9972! 5,0:391 
5,0106 | 5,0173 | 5,0239 | 5.0804 | 5,0370 | 5’0484 5.0499] 5,0562! 5,0626] 5,0689} 
5,0762 | 5,0314 | 5,0876 | 5,0938 | 5.0999 | 5,1059 | 5,1120] 5,1180] 5.1240! 5,1299 
В, 1358 6,1417 |- 5,1475 5,1533 5,1591 | 5,1648 | 5,1705 5,1761 5,1948] 5,1874 
5,1980 | 5,1985 | 5,2040 | 5.2095 | 5,2149 | 5,2204 | 5,2257] 5.2911 5.2864| 52417 
6.2470 | 5,2523 5,2575. | 5,2627 5.2679 | 5.2730 | 5.2781 5.2832! 5,2883| 5,2923! 
6,2088 | 5,3083 | 53083 ‚3083 | 5,3182 | 5,3181 5,3181 5,3230 | 5,3279] 5, 31| 5,3375] 5,3423 
| 
1,3407 | 6,3519 | 5,9566 | 5,2613 И. 5,3660 | 5,3706 | 5,3753' 5,3799] 5,2845] в.звот! 
в,3936 | 5,3982 | 5,4027 5.4072 5,4116 [| 5,4161 | 5,4205 5,4250] 5.4298] 5,4337 
5,4881 | 5,4424 5,4467 | 5.4510 558 5,4596 | 5.4633 5,4681! 5.4723 5,4765 
5,4806 | 5,4848 | 5,4889 | 5,4931 | 5,4979 || 5,5013 | 5,5053 5.5094| 5.6134 5,5175 
655215 | 5,5255 | 5,5994 | 5,5384 | 5.5373 | 5.5413 | 55452 55491 5.5550! 5,5563} 
6,5607 | 5,5645 | 5,5683 | 5.5722 55759 | 5.5007 | 553351 5.5872] В .5910| 5,5947 
5,5984 | 5,6021 | 5,6058 | 5.6095 | 5.6131 | 5.6169 5,6204! 5.8240| 5,6276] 5,6812 
6,6348 | 5.6384 | 5,6419 5,6454 5,6450 | 5,6525 | 5,6560' 5,6595] 5.8630| 5.66631 
5,6699 | 5,6733 5,678 | 5,6802 | 5,6836 | 5,6870 р 5,6937| 5,6971 5,7004 
5,7038 | 5,7071 | 5,7104 | 5,7157 | 57170 | 5,1208 256] 5,7268] 57901 5.7388 
5,7366 | 5,7398 | 5,7430 | 5,7462 | 5,7494 | 5,7526 1 5,7557| 5,7589 5.17621| 5,7652 
5,7693 | 5,7714 | 5,7746 | 5,7777 | 5.7807 | 5,7838 | 5.1869! 5.7900 5.1930 5,7961] 
5,7991 | 5,8021 | 5,8051 | 5,8081 | 5,8111 | 5,8141 | 5,8171 5.8201 5.8230| 5.8267 
5,8289 | 5,8319 | 5,3384 | 5,8317 | 5,406 } Ь,8435 | 5,8264\ 5,9493 5.9522| 59551 
5,3519 | 5,5608 | 5,8636 | 5,8665 | 5,3693 | 5,5721 | 5,8749! 5,8777 5.9805| 5.9882 
5,8561 | 5,3889 | 5,8916 | 5,8944 | 5,8972 | 5,8990 | 5,9026] 5,9054 5'9081| 5.9011 
5.9185 | 5,9102 | 5,9189 | 5,9216 | 5,9243 [ 5,9269 |.5,9296! 5,9322 5'9349| 59875 
5,9402 | 5,9428 | 5,9454 | 59480 | 5.9506 | 5.9582 5,9558| 5,9534 5,9610! 5,9636 
5,9687 | 5,9713 | 5.9738 | 59764 | 5,9789 | 5,9814| 5,9839, 5,9865| 5,9890 — 
5,9915: | 5,9940 | 5,9965 | 5,9989 | 6.0014 | 6,0059 1 5,0064 6 6,0088] 6,0113| 6,013 о 
6 ‚0162 | 5,0186 | 6,0210 | 6,0284 | 6,0259 | 6,0283 | 8,0807| 6,0331 8.085 Я 0879 
0,0405 | 6,0426 | 6,0450 | 5,0474 | 6,0497 60591 | 6.05441 6'0568| 6 0591: 6.0615 
` 6,0633 | 6,0661 | 6,0684 | 6,0707.| 6.0720 ‚ 6,0753 6 ,0776| 6.0799] 6 0882 013: 
6,0368 | 6,0850 | 6,0913 | 6,0936 | 6,0953 | 6'0981 6,1001 6, 1096, - 1048: с. т 
6,1092 | 6,1115 | 6,1137 | 6,1159 | 6,1181 | 6,1202 61295 6,1247] 6,1263. 6,129; 
6,1312 | 6,1334 | 6,1356 | 6,1377 | 6,1399} 6,1520 | 6.1442 6,1463] 6,1485 6,1506 
6,1527 | 6,1549 | 6,1570 | 6,1591 | 6,1612 1 6,1633: 63654! 6 ‚16751 6, 1696 6,1717 
6,1738 | 6.1759 | 6,1779 | 6.1800 | 6.1821 | 61341 . 6.1862 6,1983! 6 ‚1908. 8.1924 
6,1944 | 6,1964 | 6,1985 | 6,2005 | 6,2025 | 6,2046 6,2066] 6,2096] 6,2106\ 6,2128] 


еси зиаиние 


- 2,30258509, Те 10 = $ — + 6,9078, 1а 104 — -Е 9,2104, 


1 10 = $ = 


СиравочинЕ по мажеметико. 


== 56 21,5199, 


83 


ОО 


платит 


6,2246 | 6,2265] 6,2285] 6,2305| 6,2394 


и) 


в 6544 6.2364 6,2383 | 6,2103 | ‘6,2492 = 6,2442 


6,8244 | 6,8255 | 6,8265 
6,8352 | 6,8363 | 6,8373 
6,3459 | 6,8459 | 6,8480 


6,3298 | 6,8309 6,8520, 6,8330] 6,8841) 
6,8405 ` 6.84 27. 8,8437| 6,8448 


6,8384 | 6,8395 | 
6,8512 6,8522 6 '8533 6, ‚3544 6,3554 


6,8491 6,850! 
6,8596 6,8607 


: 6,8024 ] 6,3035 | 6,8046 |6, 
6,8701 | 6,8711 


6.8638, 6,8648 6,8659 
6,8732| 6.8742 6,8152! 68763 
6,8835 6,8845' 68855! 6,8865 
6 3937 6, 8947. 6 8957! 6,8967 
6.90571 6.9068 


6,3565 | 6,8575 | 6,8586 


6,8617 
| 960 6,5689 | 6,8680 | 6.8690 


6,5721 


> 


6,8167 | 6,3178 
6,8276 | 6,8287 


6,8773 | 6,3783 | 6,8794 
6,3886 | 6,8896 
6,8987 | 6,8997 


6,8804 | 6,8814 | 6,8324 
6,8906 | 6,3916 | 6,8996 
6,3007 | 6,9017 | 6,9027 


6, 90371 6, 9047 | 


| 
6,2461 | 6,2480' 6,2500| 6,2519 
БУ | 8,2238 | 6,2558 | 6,2577 | 6,2596 | 6,2815 | 6,2684 | 6,9553 6,2672 6,2891| 6,2710 
| 530 ] 6,2729 | 6,2148 | 6,2766 | 6,2785 | 6,2804 6,2823 6,2841| 6, 2850, 6,2879] 6,2397! 
| 640 | 6,2916 | 6,2934 | 6,2953 | 6,2971 | 6,2989 6,3008 | 6,3026! 6,3044 ' 8.3068 6,3081! 
550 | 6,3099 | 6,3117 | 6,3135 | 6,3154 | 6,3172 | 6,3180 | 6,3208] 6,3226 Ва 6,3261! 
560 | 6,3270 | 6,3297 | 6,3315 | 6,3333 | 6,3351 1 6,3368 6.3386 6,3404 6,3421| 6.3439 
| 570 | 6,3456 | 6,3474 | 6,3491 | 6,3509 | 6,3596 | 6.3544 в 6,3578! 8.3598] 6,3613 
`| 580 | 6,3630 | 6,3648 | 6,3665 | 6,3682 | 6,3699 | 6,3716 | 6,3793 6, ‚3750 6,3767| 6,3784 
| 590 | 6,3801 | 6,3818 | 6,3835 | 6,3852 | 6,3869 | 6,3886 | 6, ‚3902 6 ‚3919 6,3936! 6,3953 
690 16,3969 ; 6,3986 | 6,4003 | 6,4019 | 6,4036 | 6,4052 | 6,4089 9 6 6,4085| 6,4102] 6,4118 

| 
| 6101 6,4135 | 6,4151 | 6,4167 | 6,4184 | 6,4200 |} 6,4216 6,4282] 6,4249| 6.4965! 6.4281! 
620 | 6,4297 | 6,4313 | 6,4329 | 6,4345 | 6,4962 | 6.4378 6,1394 6,4409] 6,4425] 6,4411 
630 | 6,4457 | 6,4473 | 6,4489 | 6,4505 | 6,4520 | 6,4536 | 6,4552! 6,4568 6,4588! 6,4599 
| 640 { 6,4615 | 6,4630 | 6,4646 | 6,4661 | 6,4677 | 6.4693 | 6,4708] 6,4723| 8.4739! 6.4754 
650 | 6,4710 | 6,4785 | 6,2800 | 6,4816 | 6,4331 | 6,4846 | 6,4862! 6,4877\ 6,4892 6,4907 
680 | 6,4922 | 6,4938 | 6,4953 | 6,4968 | 6,4993 | 6,4998 | 6,5013! 6,5028| 6,5043! 6,5058 
‚ 670 | 6,5073 | 6,5088 | 6,5103 | 6,5117 | 6,5132 | 6,5147 | 6,5162! 6,5177! `6,5191| 6.5806 
| 680 | 6,5221 | 6,5236 | 6,5250 | 6,5265 | 6,5280 | 6,5294 | 6,5309 6,5823| 6,5338| 65352 
| 690 | 6,5367 | 6,5381 | 6,5896 | 6,5410 | 6,5425 | 65489 | 6,5453 6 _ 6,5468 6,5482 6,5497 
| 700 | 6,5511 1 6,5525 6,5554 | 6,5568 | 6, _6,5582 о 6,5596] 6,5610] 6 РИ 6,5639 
-710 6,5653 | 6,5667 | 6,5681 | 6,5695 | 6,5709 | 6,5728 |6, 5 6 5751] 6,5765 6.5779 
| 7201 6,5793 | 6,5806 | 6,5820 | 6,5834 | 6.5848 | 6.5852 6,5876! 6,5889 о 6,5917. 
| 730 6,5930 | 6,5944 |6, 5958 | 6,5971 | 6,5985 6,5999 | 6,6012] 6,6026] 8.6089! 8.5058 
740 | 6,6067 | 6.6080 | 66093 | 6'6107 6,6120 | 6,6134 | 6,6147| 6,6161! 8,6174! 8,6187 
750 | 6,6201 | 6,6214 | 6,6227 | 6,6241 | ‘6,6254 | 6,6267 | 66280] 6,6294] 6'6807| 6.620 
760 | 6,6333 | 6,6346 | 6,6359 | 6,6373 | 66386 | 66893 | 6'6412| 6,6425| 66438] 6.6451 
710 | 8,6464 | 6.6477 | 6,6490 | 6,6503 | 6,6516 | 6,6529 | 6,6542] 6,6554] 6'6567| 6.6580 
180 | 6,6593 | 6,6606 | 6,6619 |`6,6631 | 6,6644 | 6,6657 | 6,6670 6,6682| 6,6695! 6,6708 
790 | 6,6720 | 6,6733 | 6,6746 | 6.6758 | 6,6771 | 6,6783 | 6,6796 6,6809] 6,6821| 6,6834 
800 | 6,6846 | 6,6859 | 6,6871 | 6,6884 | 6,6898 | 6,6908 16,6921 [6,6933 | 6,6946 {| 6,6958 
810 | 6,6970 | 6,6983 | 6,6995 | 6,7007 | 6,7020 | 6,7032 |°6,7044| 6,1056] 6 0069] 6,7081! 
8201 6,7093 | 6,7105 | 6,7117 | 6,7130 | 6,7142 | 6,7151 | 6,7186 6,7178) 6,7190 6,7202] 
830 | 6,7214 | 6,1226 | 6,7238 | 6,7250 | 6,7262 4 6,7274 | 6,1286| 6,7298! 6,7310| 6,7322 
340 | 6,7334 | 6,7346 | 6,7358 | 6,7370 | 6,7382 | 6,7398 | 6,7405] 6,7417| 6,7429] 6,74411 
850 | 6,7458 | 6,7464 | 6,7476 | 6,7488 | 6,7489 6,7511 | 6,7528 6,7534! 6,7546! 6,7558 
860 | 6,7569 | 6,7581 | 6,7593 | 6.7604 | 6.7616 | 6,7627 | 6,7639] 6, 7659! 6,7662| 6,7673 
870 | 6,7685 | 6,7696 | 6,7708 | 8,7719 | 8,7731 | 6,7742 ; 6,7754] 6 1765 6,7776; 6,7788 
880 | 6,7709 | 6,7811 | 6,7322 | 6.7833 | 6.7845 | 6,7856 | 6,7867| 6,7878] 6.7890 6,7901 
| 890 | 6,7912 | 6,7923 | 6,7985 | 6,7946 | 6,7957 | 6,7968 | 6,7979} 6,7991| 6,8602} 6,3018} 
60. Г 6,8057 { 6,8068` уе `6,8079 | 6,8090] 6,3101] 6,8112[ 6,8128 
910 | 6,8134 | 6,8145 - 6,8222| 6,3233 


5,8189 6,8200! 6,3211 


= 13,8155, №10’ = 4 16,1181, №10 


2 52 18,4207. 


; С. Таблицы тригонометрических. фуни ‘ий. т 


ото 95 1“ | Пу | 
ТОЙ И И И . 
| 10 20 |3 О И ВОИ 
а ам | 
— 0.00000 | ` 0.00291 | "9.60582 | :0,00823 | 0,0 0,01164 | 0,01554 | 0,01745 8 89 | 
о м я = | | 
_ 0,0175 | 0,0206 | 0,02327 | 0,02618 | (0,0298 | 0,0819 | 0,0340 М 
_ 003470 | 0,03781 | 004071 | 0.04362 ° 0,04658 | 0,0493 | 0.05284 | 87 
0.05234 | 005524 | 0’05814 | 0.06105 | 0,08395 | 0,16635 0.06976 | -86 
9,06976 0,07266 0'07556 | 0.07846 0,08135 | 0,08426 | СВ 85 | 
О'а8т16 | 009005 | 009295 | 0.09585 | 0'0.814 | 010154 Са | 84 | 
0,10453 | 0,10742 | 01!031 | 0,11320 0,1600 | 0,1898 | 0.10187 | 83 
0,1215 | 0,12476 | 012764 | 0,13053 | 0,13341 ° 0,13629 | 0,1847 } 82 1 
0,13917 | 0,14205 | 0.14498 | 0,14781 | 0,15069 | 0'15356 | 0.15643 81 
0,1563 | 0,1593 | ое 016218 | 016505 | 0,1672 | 017078 | 017865. | 80. 
07365 || 0,17651 | 0л79 0,17937 | 0,18224 8224 || ‚ олавою | 0.18795 _ 0,19081 79 
| о.л9овл | 0,19966 | 0,19652 | 0,19937 | о,20еа2 | 0.20507 |0. 0.20791 | 18 
№ | 020791 ' 021076 | 021360 | 0.21644 | 0,21928 0,22212 | 0,22495 | 77 | 
ШТ 0,22495 | 0,22778 | 0,23062 | 0,2-345 0,2627 | 9,21910 | Ор ба: 16. 
ИИ 09-24192 | 0,24474 | 0,24756 | 0.25038 | 0,25320 | 0,25601 (0.25842 Гб. 
19} 0,25385 о 0,26443 | 0,2672& | 0,77004 | 0,21294 | 0,21564 | 75} 
Ш 0.27564 | 027848 | 0,28123 | 0,29408 ‚ `0,28680 | 0,28-59 та | 73 | 
| 0.20237 | 0.29515 | 0.29793 | 0.30071 | 0,303е8 | 0,3025 | 0,8090з | 12 
ИТ 0.30902 | 0,3178. | 0,3154 | 0,1730 | 0,33006 | 0.82282 | 0,3257 Ги 
(,32557 | 0,32332 | 0,38106 | 0,33333 | 033655 | 0.33929 | 0.34202 ‚30 
Са м ие =. иск ТЕ | оз петь ко к лолит ен с — -- —® ме # 
|| 0,34202 | 0,34475 | 0,34748 | 0,35021 | 0,352 93 } 0,35565 | ` 0,3527 ЗИ: 
и | а т И Я 
| 0.35897 | 0.36108 | 0,3657 | 0,36650 | о.26%а } 0,2719 | 0.37461 | 68 
0,37461 | 0,37730 0.37995 0,33268 | 0,3853] | 0.38905 0:50 767 | 
| 0,39073 | 0,39341 0,3908 0,39375 | 0,40141 | 0,10408 | 0.40874 | 99| 
(),10674 | 0,40939 41204 | 0,41469 | 0,41724 | 0.41998 0:42262 | 65 | 
2 0,42525 42 643051 | 0,433 т 0,3575 0,4 и | — 
043837 | 0/44098 | 0,4435%. | 0,44620 | 0,44850 | 045140 | 0,45390 | 65 1 
0,45 ет 0,45658 0,45917 | 0,46175 | 0.16433 ; 90,166039 | 0,46847 | 68 | 
046947 | 047204 | 0.47460 0.47716 ‘0.47971 | 0'48226 | 0-48481 УИ 
048481 | 0,48735 | 0,48989 | 0,4924 0,49495 | 0,49748 | 0,50000 2 60 
ыы -—-—ыы—- И ИСО ИИ О И. 9 И : 
(,50000 | 0,50252 | 0,50503 | 0.50754 | 0,51004 | 0,51254 | 0,5150 | 55 | 
ко И Е РР ри 1 "АГ и: й 
(51504 | 0,51253 | 0,52992 | 0,52250 0,52198 | 0,52745 0,52092 53 
(,52892 28 0,5484 | 0,58730 | 0,53975 | 0,54220 | 0.54484 1 571 
0,54464 | 0,54708 | 0,54951 | 0,55194 | 0,55486 | 0,57678 | 0,55919 56 | 
0.55919 | 0,56160 0,56401 0.56641 0,56380 | 0,57119 | 0,7353. о 
0,5753 | 0,51586 | 0.57588 | 0,58070 | 0,58357 | 0,58548 ОВ г 54 | 
иреы 50132 09 | 
и 0,59014 | 0,59248 0,59482 | 0,59716 | 059949 _ Е. И 
0.61568 | 0.61795 | 062024 | 0,62251 62479 | 062706 0.63032 1 51 
0.629032 | 0.63158 | 0.63283 | 0,53608 688 | 0,64056 0 6273 о | 
О ИИ ТР Же Ч ИИ К 
064270 | 0,6501 | 0.64723 | 0,6495 | 0,55166 | 0,65386 | 0,5608 | 49 
О =——— ЖИ 
0.65606 | 0,05825 | 0,66044 | 0,66262 | 0,55480 | 9.66897 | 0,66912 1 48 | 
0,66918 | 0,67129 | 0,67344 | 0,67559 | 0,67773 | 0.07987 м 47 
0,63200 | 0,68412 | 9,68624 | 0,68835 | 0,69046 0,6926 | 0,69468 | 46 
0,6965 | ©,59675 | 0,5998 | 0,1009 | 0,70208 | 0,70505 ОТО 1 45. 
врет О 0 | | : 


511 п 


сы 
а о а соывьы 
| иж НИЕ АВЕ оаЕЕ 
Е: Че 5 ы 
а О о а аду т кво 
ПНА ОСИНА. 
| А С 
ЗАУР ОЕТАСТЕ СОНИ 


вт А ан В АНУ. 
а й и 
Ок ИЯ | 
)" ее ре тв 807 | 50: 607 | 
о | ] ‚95: 100 | 1,000 20 | к 0 999 и И ТЕ ] 
СА т 9886 6595393 | 0.9958 дж 
1 | 0,99985 0,9970 | 0.091 | ЕО О ЗАР 39 | 0,99985 | 89 
Я 2 | 0,9993 0`в909с 9 Г2 о 99966 . ‚99: — 
О 0.39502 | 09960» ‘ооо р 83 
й а 0,39756 С.99738 | а 0, 99813 Е 0.99775 | 0,99568 # 57 
| в | 3,99619 0.99594 Иа 0,396832 099668 1 0 9 Го | 0,99756 | 36 
а 0.99421 и 0,99540 | 0,99531 т Е 85 
‚1 7 | о 0 9951 ео 0.99357 | 0.39394 0 НВ | 0.39452 | $: 
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0,02763 | 0,47124 
0.02866 | 0,4799: 
0.02970 | 0,433691 
0,03077 | 0.49749 
0.03185 | 0,50615 
_ 0,0295 | 0,51487 
0 _ 0,0407 0,52360 
<, 08521 0,58238 
0.03637 | 0.5415 
0,03754 | 0'54978 
0,03874 | 0,55851 
0,03995 | 0,56723 
0.04118 | 0,57596 
0,0423 | 0,53469 
0,04370 | 0,59341 
0,04498 | 0,60214 
0,04628 | 90,61087 
0.04760 | 0.61959 
0,04894. 0,62332 
0,05030 | 0,63705 
0,05168 | 0,54577 
0,05307 | 0,65450 
0,0548 | 0,66228 
0.05591 | 087195 
0.05726 | 0.68068 
0,05882 | 0,68941' 
| 0,06031 | 0,69813 
0.06181 Г 0.70686 
0,06333 | 0,71558 
0.06486 | 0,7243] 
0,06542` | 0,73304 
0,06799 | 0,74176 
0.96953 | 0,75049 
0.07119 | 0,75922 
0.07282 | 0.76794 
0,07448 | 0,776671. 
0.07612 | 0,78540! 
0,07780 | 0,79413 
0.07950 | 0,80285 


Высота | 
кругов. го Дуга 
сегмента, ро 


\ ` Чоло- | Выеота ом Поло- 
| : В" вина | кругового | Дууа = Нат вина 
- ‘ хорды | сегмента | ‘уро р АВ | хорды 
АР _ ф 8 АР Е 
{. =. 
$ а | па: 180 Е $# — ‚ “ © | па; 180 
м во вр -> | 1— 008 |. 52 вт 1 — с0$ — 
, я 5 2 


заболе ВОК 


| я 
| Похо- | Высо & | Поло- |. Высота 
| - Е вина | кругового | Дуга Е м вина | кругового | Дуга 
2 | ты сегмент о, АБС ее Хорды ссгмента, АДО 
< й | 08 а г АР рЕ 
Я $ — Иа а | па: 1801 = $2 -— а «< | па: 180 
|. 2 п — |1— 805 ь. а | 3Ш— 1 — 608 
5 | Е $ 7 р 
а 0.39474 | 0,09191 |0,81158 | 70,5 | 0,70678 ты 0,18336 | 1.23046 
4770 | 0.43481 | 0.39375 | 0,08294 |0,82080 | 71,0 | 0,71829 | 0,5$070 | 0,18588 | 1,2918 
41:5 | 0.44001 | 0,40275 | 0,08469 |0,82903 | 71,5 0,71990 0.58425 | 9,18848 | 1,24791 
| 43:0 0.44528 | 0’:0:74 | 0,08645 | 0,83176 1 72,0 0,72654 | 0,58779 | 0,19098 | 1,25664 
43,5 | 0,45047 0,1072 | 0.08824 | 0,84648 | 72,5 | 0,73823 | 0,59131 | 0,19556 | 1,26536 
49,0 | 0.45573 | 0,41469 | 0,09004 | 0,8552] | 73,0 0,73996 | 0,5942 | Од9бла | 1,27409 
49,5 | 0,46101 и 0.69186 | 2.36394 | 78.5 | 0.74674 | 0,59532 | 0,19875 | 1,28282 
о ОМ 74.0] 0,15355 | 0.60182 | 6,20136 | 1,29154 
50,0 | 0,46631 | о,д2б | 0,09369 | 0,37266 | 74.5 | 0,76042 | 0,60520 | 0,20400 | 1,30027 
| |АРИЯ 75,0 | 0,16733 0.60876 | 0,20665 | 1,20900 
505 [ 6.47163 [ 6.42657 | 0,09554 10,88139 |1 75,5 | 0,7428 | 0,61222 | 0,2091 | 1,3172 
151,0 | 0,47698 | 0,4351 | 0,09741 0.89012 76,0 | 0,78129 | 0,61566 0.21199 | 1.32645 
БТ 5 | 0.48234 | 0'43445 | 0.09930 | 0,89884 | 76,5 | 0,78834 | 0,61909 | 0,21468 | 1,8518 
52.0 ии оло12а | 0'90т5Т | 770 | 0,79544 | 062251 | 0,1789 | 1584380 
525 | 0.40315 | 0.44229 | 0,10313 |0,916301 77,5 | 0,30858 | 0,62592 | 0,22012 | 155268 
530 | 0.49358 | 0.44620 | 010507 |0,92 502 | 18.0 | 030978 | 0.62932 | 0,22285 | 1,36136 
25| 0.50474 | 0’45010 | 010702 |0,98375 | 78,5 | 0,81708 065271 | 0,22561 | 1,37008 
540 | 0.5953 | 0.45399 | 0,10999 |0,92248 | 79,0 | 0,8243 | 0,63608 | 0,22338 | 1,21881 
54,5 | 0,51503 | 0,4 187 | 0,11098 ыы 5120 | 79.5 | 0.83169 | 0,63944 | 0,23116 | 1,3754 
55,0 | 0,59857 | 0,46175 | 0,11299 95993 | И = 
55% | 0352618 0,46561 | 0,11501 а вл | 083910 | 0,5427 | 0,23395 | 2,3966 
56,0 | 0,5871 | 0.46949 | 0,11705 соот ОИ {СВО ри 1 
| 56,5 | 0.53732 | 0.47332 | 0,4191 93611 | 80,5 | 0,84656 ВНЕ 0,23677 о 
57,0 | 0.54296 | 0.47716 | 0.12118 99484 21.0 | 0.85408 | 0,64945 | 0,23959 | 1,41372 
157,5 | 0,5436 | 0,48099 | 0,1287 ое 81,5 | 0.86168 {| 60,85276 | 0,24248 | 1,4224 
58,0 | 0,5543 ! 0,58481 0.12538 Е: 82,60 10,8 0.65606 | 0,24529 | 1,487 
58.5 | 0.56003 | 0,3862 | 0,12750 | 302108 82,5 0,87698 0.65935 | 0,24816 | 1,43990 
| 59,0 | 0.56577 | 0,4942 0’12964 | 1.02974 | 83,0 | 0,38473 | 0;66262 | 0.25104 | 1,4482 
59,5 | 0,57155 | 0,49622 | 0,13180 | 1,0887 | 83,5 | 0,39258 | 0,66583 0,25304 | 1,45785 
Ра 84.0 | 0.90040 | 0,66913 | 90,25685 | 1,46608 
69,0 | 0,57735 +0000 | 0.13397 п [оао 8415 | 0.90834 | 0,67237 | 0,25978 1.47430 
о 850 | 091633 | 0.67559 | 0,2672 | 1,48358 
60,5 | 0,58318 | 0,50877 | 0,18616 | 1,05592 | 85,5 | 0,92439 0.67980 | 0,26568 1.49296 
`] 61.0 | 0,58905 | 0,5754 | 0,13837 | 1,06465 | 86,0 | 0,93258 | 0,68200 026865 | 1.50008 
61,5 | 0,5949& | С,51129 | 0,14059 1.07283 | 86.5 0'24071 | 0.68518 | 0,27168 1.50971 
| 62.01 0,.60086 | 0.51504 | 0,142388 | 1,08210 1 87,0 | 0,94896 0'69885 | 0,27268 | 1.51844 
25 | 0.6068! | 0'51877 | 0.14509 | 1.02083 | 87,5 | 0,95729 0.69151 | 0.27764 | 1.52716 
| 63,0 | 0,61280 | 0,52250  0,14786 | 1,09956 | 88 ‚0 | 0.96569 | 0,69466 | 0,28065 ! 1,58589 
62.5 | 0'.61882 | 0.52621 | 034965 | 1,1023 [ 88,5 | 0,97416 | 0.69779 | 0,28870 1,54462 
| 64,0 | 0,62487 0.52992 0.15195 111 701 } 89.0 | 0,98270 | 0,76091 | 0,28675 | 
64,5 о 015427  |1'12574 | 89,5 | 0,99131 | 0,0401 | 0,2898 1.1,56207 
з 65,0 | 0,63707 | 0,53130 | 9,15661 113446 | И 
65,5 | 0,64822 1 0,54097 | 0,15896 | 1,14319 90,0 | 1.00000 | оулоти | 0.29289 | тов 
168.0 | 6.65941 | 0,54464 | 0,16133 Г И 
Г 665 | 0.65563 | (,54829 | 0.16871 |1,16064 | 90,5 |1,00876 | 0,71019 0,29598 | 1,57952 
$70 | 6.66199 | 0.55194 | 0,1661 1'1697 | 91,0 1.01761 | 0,71325 | 0,2990 1,58825 
67.5 | 0,66818 | 0,55557 | 0,16858 1.17810 | ТБ | 1.02658 | 0,71630 | 0,30221 | 1,59698 
680 | 0.67451 | 0.55939 | 0,17098 |1,186821 92,0 | 1,08558 | 0,71934 9.30534 | 1,60570, 
685 | 0.68088 | 0’зе2в1 | 017зал | 719555 | 92,5 | 1,0461 0,12236 | 0,30349 | 1.б.44е 
69,0 | 0.68728 т 0.17597 1.20428 | 93,0 | 1.05278 0,72537 | 0,31165 1,62316 
} 69,5 1 0,6357. _ 0,178 85 | 1,21300 | 98.5 1,05808 072887 9,32482 | 1,68188 
Г а Е 107237 0,73135 | 0,31800 на 
10,6 | 0,7002 0.57358 | 0,18085 м: 25 | 1.08179 | 0,3432 | 0,32120 | 1,6498 
а | т 1'09181 | 0,13729 | 0,3244 1,6580 
$ 


40 


{о . } 


| в 


_ Формулы длянн: касательных, хопд, высет вруго 


а 


| 
} 


Поло- | Высота | Поло- | Высота. 
с а виза | кругового | Туга = Касал. | вина Кругового.| Тута, 
2 хорды | согменть два = АВ хорды | сегмента ! дуо 
3 на д ри м я АР | и 
Ел" ем - | и : ы 
|. у: 2 яп — 1 — сз ВН га 8 2 ТН сы | 
,. 2 2 О АУ 2 
| тоя | | г и 
95,5] 1,10091 | 0,74022 | 0,32768 |1,66879 но 1,37688 0,80902 | 0,41221 | 1.89496 
96,0, 1,11061 | 0,74315 | 0,58087 | 1,67552 | 108,5  1,38909 0.81157 | 0.41575 1,3 не 
96,5 1,12041 0,74606 | 0.33412 |1'68454 108,0] 1,40195 ! 0,81412 | 0'41930 1.90241 
97,0 113029 | 0,74596 , 0,33738 |1,69997 1 109'5 1.41497 '0’31664 0,42285 _ 1 ‚91114 
97,5 1,14028 | 0,75584 | 0,84055 | 1,10170 а м 
98 а 15087 | 0,75471 | 0,34894 1.71042 | 130,0 142815 | 0,81916 | 0,42642 1,91986] 
15056 10,75757 | О, | 
99,0, 1,17055 | 0.76041 0,35055 ана 1,44149 | 0,82165 | 0,43000 | 1929859 
99,5 1,18125 | 0,76323 || 0,35888 | 1,73660 111,01 1,45501 | 0,32413| 0,43359 | 1.93732 
в РН | 131,5 1,46870 | 0.92659 | 042720 1.94601 
|. 109.0] 1.19115 | отеки | 0,35721 | 1.74538 1 112,0 1,48256 | 0,329804 | 0.44081 195477 
Ш А — 112 1.49861 0,8347 0,4444 | 1.63 0 
‚0-5 1.20237 | 0,7884 | 0,36056 |175406] 113,01 1,51084 | 0,33389 | 0,44806 р 
101,01 1,2130 10,77162 } 0,36392 11,762731 113,5] 1,52525 | 0,83629 | 0,4511 ‚98095 
1 ТОТ, 5] 1,22894 | 0,77439  0,36729 |1,77151 | 114,0] 1,53987. 0.88367 | 0,45586 1 98968 
1102,0] 1,2390 | 0,77715 | 0.37068 |1,78024 | 114,5] 1,55467 | 0,84104 | 0,45908 | 1.99840 
1102,5] 1,24597 | 0,77988 | 0/37408 | 1.78896 1 115.01 1,56969 | 0,84339 | 0,46270 |.2.00713 
{ 103,01 1,25717 | 0,78261 | 0,37749 1.7919 | 15.5 1,58490 | 0,84578 | 0,46639 | 2,0158 
1 103,5] 1.26849 | 0.78532 0'38091 1130642 | 116,0] 1,60083 | 0,84305 | 0,47008 2.024581 
1104,01 1,27394 0,78801 | 0,3848& | 1,81514 ВВ 0,85035 | 0,47379 | 2,0881 
104,5 1,29152 | 0,79069 ’ 0,38778 | 1,82387 | 117,0] 1,68185 0.87264 | 0.47750 2.64204] 
105,0] 1,30323 о 79335 0.29194 | 1,93260 | 117,5] 1,64795 | 0.35491 | 0,48123 2.050761 
ТОБ’5| 1,31507 | 0,79600 | 0.39471 |154132 (118 0] 1,664.28 0,35717 | 0,48496 | 2.05949 
106,0] 1,32704 079864 | 0,39818 в 118,5! 1,68085 | 0.95941 | 0.48871 | 2,088.21 
1106.5 1,33916 | 0.30125 0,40168 |1,35878 1 119,0] 1,71473 | 0,86284 | 0,4962 | 2.07694 
107,0] 1,25142 | 0,80336° 0,40518 11, 86750 || 119. 51 1,69766 | 0,56163 | 0,49246 | 2,08567 
1107,51 1,3638 | 0,80644 | 0,40869 т О ТАС, 
к. | 120,5] 1.73205 | 0,38602 0,50000 бы 


зых сегментов и дуг. 


Я В Нели обозначить через # 
гв радиус круга, через о? —градусное 
ь А а, измерение и череза—отвлеченную 
ИО а вы. величину (луговую, радиан} пен- 
т трального угла (см. чертеж), то 
} в и А будем иметь: 
к. он / 
; | и { Ной 
а 1. Длин® касательной АРВ: 
ка , %; 
Е ЯЫ 
мои 


г. - 
$1 


2. Длина половины } | 
хорды АС и лимва отрезка | 
касательной от точки А до 8 р 
= о. — и Ех 
овнования пернендикуляра, ( 2 7 55 =У (2 т— 1) 
-е. 
} 


опушенного из середины 
дуги. нь касательную: 


( 9 1 ва 
3. Длина высоты СОЯ | - \ к 
сегмента и длина перпен- } о 
ликуляра #10), опушевного у = ‚И и? — 
из середины дуги на каса- | ` 
тельную: $ Вх 
ни Иа КВ р: 
— 5; ес й —= 2; В 
А. Шлина дуги АС: 
а о ЕО : 
фе га = т 180 — 0.01745388 7: а’ == И = -- $ 22 (праближенно). 
д 
5. Плошаль сегмента АРСНа; | -ЯПа р. 
2 \180 | 
ео ь ра 
6. Площадь сектора Зо МА: 66 те = 0,00872665 + 9.7 = о. 
Переход от Задиак ов н гнадусам и озоатно. 
атс 1° == 0,0174282925, 15 аб 1° == 0,2418774 — 2, 
атс 1” = 6,0002908882, саге |’ == 0,4637261 —4, 
арго и =. 5000004 5481, ао — -0.6855749 а в. 
ахс @ | и НГ : 8 Са У а МО 
о А и 
И ОСА И ыы К 
1,0 | 57 | 17 | 0,005 о | 27 | п 
0,9 51 | 33 т О ПЕ 13 | 45,06 
Е 50 | 0,003 | 0 0 ие 
6,7 4 г 6 | 0,002 | 0 т 2,53 
0,6 ЕЯ ‚ 0,00} о 3 26° 26 
0,5 28 38 9,6009 0 3 5.64 
0,4 22 55 0,0008 0 Я | 45,01 
05 37 11 0,0007 | 0 2 | 2439 
0,2 1 |2 0.0006 | 0 2 3.76 
0,1 5 43 0,0605 0 1 48,13 
0,03 5 9 0,0074 а ИЕ | 32,51 
0,08 4 | 35 ООО др ба 1,95 
0,07 аИ\. 0 | 0,0002 © 0 | 41.25 
0,06 3 26 0,0001 6 0 | 20,68 
0,05 2 5] 0,00909 0 @ | 18,56 
0,04 - 2 17 1 0,00008 | 6 0 | 16,50 
0,08 1 43 0,00007 0 0 | 24,44 
0,02 1 8 0,00006 0 @ [12,38 
0,01 0 | 34 | 0.00005 0 0 1 10,31 
0,009 0 30 0.00004 0 0 -} 8,251 
0008 |1 60| 2 0.00008 0 @ | 61831 
0,007 О, 24 0.00002 1 0 0 4.135 | 
0,06 | 0 20 3 0,0000 1 0 0 | 2.063 
4 


9 


. 


о 10 
} эп 42) длЯ значении © от 0 до 8,59. 


| | | Е 8 | 9 р 
=.) ’ `6 | 1 \ К” я) м | д. з || 5 | 6 И | 
т | } 
| р И | 00! 0701 | 05011 0901! 1011. 
й 0500 | 0600! 0701 . 
| 0,0} 0,0000 0100 ооо | сео ооо | о о 19 | 105 
м 
О Е 3466 | 3572 | 3678 | 3785 | 3892 | 4000 | 103 
| 0,3 0,3045, И т И 4543 | 4653 | 4764 | 4815 4986 | 5098 1 113 
ыы йе: 5552 | 5666 1 5732 | 5897 | 6014 | 6131 6248; 119 
НЕ 686 | О 
от | 0.786 тт | 7838 | 7966 а | 8355 | 8483 г в т. 
108’ | одоа! аа | 9286 | 9428 | 9561 | 9700 | 9840 | 9981 | #012 з 
о ей т Е и 1144 | 1294 | 1446 | 1598 154 | 
| 0,3 1,0265 00 р 2550 2379 | 9539 2700 2362 | 3025 | 3190 | 166 | 
ее | без | або | ааа р зоо рае ОВ 
| ре 6209 | 6400 698 | 6788 | 196 | 
| НЯ | 7381 | 7583 | 7786 | 7991 | 8198 | 8406 | 8617 | 
а о 9250 | 2477 | 9697 а ©143 | +036ы | 0597 #0827 ни я 
| Кл, '1298| 15:9 | 1768 | 2008 | 2251 | 2498 | 2743 | 2993 | 3245 С 
| те 76 $05 | 4276 4540 й 4306 | 5075 | 5546 | 8620 —. Е | 
Ч ЭГ+ > - аи ` 5 $] 
\ м р ака Ч У 02 < 7 ‚7609 7904 9202 8503 ы УТ \ 
ЕЕ и 
| але 5379 | 3790 | 40 439 | 4792 | 5 523 589 5 
| Ван 90 И т. Г. а 3598 ее 9398 | 5806 | 413” 
| ти, в | и 704 | 7850 | 8372 | 8868 оо 
| А м 0876 | #0587 | #0908 и 81425 | 1951 | 32483 | #8020 | #5562 +4109 | 558 
Я но 4,9370 т 5785 6354 | 699 | 2510 | :887 | 8689 | 9788 | 98921 610] 
| 2 | ет о | 3004 | 3645 | 4292 | 4946 | 5607 | 6274 673 | 
А зе НЯ тов | 8815 | 9049 | 9709 10417 | #1132 | #1854 | +9588 | #3319 з 
и ие |900 2} 7894 | 3693 ' 9480. | +0235 | +1098 1 82] | 
| 2,7 7,4065 Ни ВЕ и ры : т 50 | 7021 | 7902 | 5791 | 9689 | 907 | 
| р ИНО 
| 2,9. | 9,0596, 15 5212 | 3245 | 425 Г 5340 | 62403 | 7477 | 8562 | 9658 11107 | 
) $, 0 } 10,0173] р нь Е й ‹ ие В 5508 6468 те 9327 | #0026 | #1226 # 1923 
| а мы Го 201 | 7473 | 8758 +0056 | #1357 #2691 #4058 | 1351 | 
| 3,2 Е, 36: и. Е м 9:13 #0919 #2398 | #377 | 22909] а #3161 1} 1453 
и ый 18.16 15,268 15,422 15,577] 15,734 15.803. 15,058\ 16,214 Не НК 
| 3,4 | 14,965 | 15, С - о] 37'392| 17’ 7441 11,923] 13,108 
Г & 17 392 17 567 17,144. з ) йе 
№ 3,5 1 16,548 ато 16,377 17, 50471 17,24: ть 19'813| 19311 20010] 201 | 
| | 3,6 1 18,285 | 18,470! 18,655 и 19,0331 79,2241 19,418 '297| 99.117 ооо | 
и з "21 20, 20! 20,82 | 037] 21,249 21,463] 21,679 21,897 | 22,117] 222} 
| 8.7 20.211 20,415 20, 6 о тЫ Е ра 9! э 2661 | 24, 21:2 24,445 246 | 
ОН о О ое а Вы т О 20 
| 1,9 || 24,691 | 24,989: 25,1901 25,444 25, С 70] 29,54! 29,862] 300 
тр. НИ. | 23,690 28,979] 29,270 | 
| 4,0 | 290 И 21,512 88,122 28,40: и 2,350! 32,675: 33.0041 332 
ь ы 3931 31,708, 32,028 32,350 32,615 оо о 
% 4 1 31) 162 80,465 80, 112 = 31,081 31,59 пом о > | 36 4,6 267 
ЗА Е ово > 4 = 4.35 4,697: 35,046 9, 393 35,754 38°, 13 и о 
у В ОВ 33,671 8 г | За, 788 39,122| 39,515| 39,913 40,314 405 
1 И р 18 4 то 41,960 42,282] 42 ее 43,238 48,6781 &4,112 т т 
ь 4.,4 ги 19 | Ру ии, УИ о ‚752 4 ‚24 4 © 5, 
те и 
| 4,6 | 49,737 50,237 ое 650 В. 218 | 57, :288) и 58,955| 59,548| 60,147] 604 
Е Не. 64,508| 65,157 65,312] 66,473}; 663 
‚ о | в 68.499 6 69,882{ 70,53%! 71,298! 72,010| 72,734 а не 
ЩЕ про 463] 77,232 15, 008 78.795! 79,584| 80,3841 81,195] 
о. р и Я и | 88 и 87,955 88,839: 89,132) 902 
5 | 6 91,544 | 92,464 93'893| 94282 и ие т о 
р г 90 103.2171104.2541105 ы! 80 160,3601107,4 з ИЕ 
| 5,3 [100,166 [101,173 и 150 м и И. 87 117; 547|118,7281119,921 [121,127] {217 
|554 аб5тОт 211.814: а 126'070'127'357 131,215'139,5341138 8861 1:46 
5,5 122, 344 и. 139. 29 14. 730 ааа 173,5731 145. "01 146 278 14? ‚94а 1457 
е м ть |150, 086 15 '451 153.938 155 ‚581 157,094 158,673. 160,267 о т. т т т 
Е С 3,616 175,3611177,123]178,903, 21 18 
5,8 165,148 [166,308 168,485 170,178 ыр 719 159,106] 2006 
5,9 |2 517 ВБ а вова 191, 875 193, 804 19557 52 197.719) ‚7061 20 


2. Длина половины } | 
хорды АС и лимва отрезка | 
касательной от точки А до 8 р 
= о. — и Ех 
овнования пернендикуляра, ( 2 7 55 =У (2 т— 1) 
-е. 
} 


опушенного из середины 
дуги. нь касательную: 


( 9 1 ва 
3. Длина высоты СОЯ | - \ к 
сегмента и длина перпен- } Ат 
ликуляра #10), опушевного у == ‚И и? — 
из середины дуги на каса- | ` 
тельную: $ Ви 
ВИА Я. ВОН р: 
5 о т 27 Ут 
А. Алина дуги А0С: 
а о ЕО : 
фе га = т 180 — 0.01745388 7: а’ == И = -- $ 22 (праближенно). 
д 
5. Плошаль сегмента АРСНа; | -ЯПа р. 
2 \180 | 
ео ь ра 
6. Площадь сектора Зо МА: 66 те = 0,00872665 + 9.7 = о. 
Переход от Задиак ов н гнадусам и озоатно. 
атс 1° == 0,0174282925, 15 аб 1° == 0,2418774 — 2, 
атс 1” = 6,0002908882, саге 1’ -= 0,4637261 —4, 
арго и =. 5000004 5481, ао — -0.6855749 а в. 
ахс @ | и НГ : 8 Са У а МО 
о А и 
И ОСА И ыы К 
1,0 | 57 | 17 | 0,005 о | 27 | п 
0,9 51 | 33 т О ПЕ 13 | 45,06 
Е 50 | 0,003 | 0 0 ие 
0,7 4 г 6 | 0,02 1 0 м 2.53 
0,6 Во ‚ 0,00} о 3 26° 26 
0,5 28 38 9,6009 0 3 5.64 
0,4 22 55 0,0008 0 ‚@ | 45,01 
05 37 11 0,0007 | 0 2 | 2439 
0,2 1 |2 0.0006 | 0 2 3.76 
0,1 5 43 0,0605 0 1 48,13 
0,03 5 9 0,0074 а ИЕ | 32,51 
0,08 4 | 35 ООО др ба 1,95 
0,07 д.0 | 0,0002 © 0 | 41,25 
0,06 3 26 0,0001 6 0 | 20,63 
0,05 2 5] 0,00008 0 @ | 18,56 
0,04 - 2 17 1 0,00008 | 6 0 | 16,50 
0,08 1 43 0,00007 0 0 | 24,44 
0,02 1 8 0,00006 0 0@ [12,38 
0,01 0 | 34 | 0.00005 0 0 1 10,31 
0,009 0 30 0.00004 0 0 -} 8,251 
0008 |1 60| 2 0.00008 0 @ | 61831 
0,007 О, 24 0.00002 1 0 0 4.135 | 
0,06 | 0 20 3 0,0000 1 0 0 | 2.063 
4 


9 


Бригговы логарифмы з№ фоляя значений © от 9 до 5,99; все значения ]е увеличены на 10. 


ЗААААт ЧАС ЗАПАЛА КОАО Ездава и "ОЕ ГИ вите Пг исрлерает ть 


о о м в |1 8 в | 8 9 
соот АК : | И ори ааа ик ливеочималюниния 
0,0 -—со 8.0000] 3011 и. 4772 | 608 | 6998 |.7734 АБВ | 9036 | 9549 
0,1 | 9,0007 | 6423 | 0802 | 1152 | 1476 | 1777 | 2060 | 2355 | 2576 | 2814 
0,2 | 3,3039 | 3254 |-3459. | 3656 | 3844 | 4095 | 4199 | 4366 4528 | 4685 | 
0,3 | 9,4836 | 49838 | 5125 | 5264 | 589$ | 5529 5656 | 5781 | 5902 | 60% 
0.5 | 9,6186 | 6249 6859 | 6468 | 6574 6678 | 6750 | 6880 | 6978 | тт 
0,5 | 9,7169 | 7268 | 7354 | 7444 | 7583 | 7620 | 7707 1.7791 | 7975 | 7958 1 
0,6 | 5,8089 | 510 | 8190 8277 | 8354 | 341 | 8506 | 8581 ’ 8655 | 8728 
0,7 9,8800 | 3572 | 3942 | 9012 | 9082 | 9150 `| 9219 | 9286 | 9358 | 9419 
0,3 | 9,9485 | 9550 | 9614 | 9678 3724 | 9805 | 9368 | 9920 | 9992 1*0058 
0,9 10,0114 | 9174 | 0234 | 0294 | 0358 | 0412 т 0529 (| 0585 | 06441 
| 1,0 | 10,0701 | 0758 | 0815 | 0871 | 09-7 | 0988 | 1038 | 1098 | 1148 | 120: 
1,1 и 1311 | 1355 ой 1472 | 1595 | 1573 | 1691 | 1884 |173 
1,2 1 10,1738 | 1840 | 1892 | 194 1995 | 2046 | 2098 | 2149 | 2199 | 2250 
1,3 1 10,2800 | 2851 2401 1 2501 1 2551 | 2600 | 9650 | 2699 | 274 
1,4 | 10,2797 | 2846 | 2895 | 2944 | 2998 | 5041 | з0во | 3138 | 8186 | 3284 
1,5 1 10,3282 | 3330 | 3373 | 3496 3114 | 3521 | 3569 | 3616 | 3663 | 3711 
1,6 | 10,3758 | 3805 | 3852 | 3899 | 3946 | 3992 | 4039 | 4086 | 4132 | 4179 
1,7 | 10,4225 | 4272 | 4818 | 4364 | 4411 | 4457 | 4503 | 4549 | 4595 | 4641 
1,5 1 10,4687 | 4733 | 4118 | 4824 | 4970. 4915 4961 | 5007 | 5052 | 5088 
1,9 1 10,5148 | 5188 | 5234 | 5279 5894 | 5370 | 5415 | 5460 | 5505 | 5520 
2,0 1 10,5595 | 5640 | 5685 | 5730 5775 5920 5865 | 5910 | 5955 | 6000 
2,1 1 10.6044 |. 6039 и 6178 | 6223 | 6268 | 6812 | 6357 | 6401 | 6446 
2.2 | 10,6491 | 6535 | 6580 ее 6668 | 6713 | 6757 | 6802 | 6846 | 6890 | 
2,3 | 10,6935 | 6979 | 7093 057 | 7112 1 7156 | 7200 | 7244 | 7289 | 7233 
2,4 | 10,7377 | 7421 | 7465 О, ` 1558 1 7597 | (7642 | 7686 | 7730 | 7774 
2,5 1 10.7318 | 7868 7909 7920 1994 8038 $032 3126 8169 | 8213 
2,6 | 10,5257 | 8301 |. 8345 | 8389 | 8433 1 9477 8521 | 8554 | 8608 | 86582 
2,71 110 8696 | 8740 ь 734 8827 9811 8915 8659 9603 9046 9090 
2,8 | 10.9134 | 9178 | 9251 | 9265 | 9369 | 9858 | 9396 | 9440 | 9484 | 9527 
2,9 10,9571 | 9615 | 9658 | 9702 | 9746 | 9739 | 9828 9877 | 9920 | 9964 
8,0 | 11,0008 | 0051 | 0095 | ‘0139 | 0182 | 0226 | ‘0270 | 0813 | 0357 | 0200 
| 3,1 | 11,0444 | 0488 | 0531 | 0575 | 0618 | 06852 | 6706 | 0749 | 0793 0836 
3,2 | 11.0350 | 0923 0367 | 1011 | 1054 | 1098 | 1141 | 1185 | 1228 | 1972 
3,3 | 11,1316 | 1359 | 1408 | 1446 | 1490 | 1588 | 1577 | 1620 | 1664 | 1707 
3,4 ( 11,1757 | 1794 1835 1581 | 1925 1 1968 | 2012 | 2056 | 2099 | 5143 
3,5 | 11,186 2230 2273 | 28117 | 2360 1 2404 | 2447 | 2491 | 2534 | 5578 
3,6 | 11,2621 | 26:5 | 5708 2152 | 2195 | 2889 | 2882 | 2925 | 2969 | 3012 
| 3,7 ий 3099 | 3143 | 3186 | 3230 | 3273 | 3317 | 3960 | 3404 | 3447 
| 3,8 1 11,5491 | 3584 | 3573 | 3621 3665 {| 3708 | 3752 | 3795 | 3838 | 3882 
| 9,9 1 11,3925 | 8969 | 4012 | 4056 | 4099 | 4148 | 4136 | 4230} 4973 | 4817 
| 4,0‘. 11,4360 | 4408 4441 '| 4490 | 4534 | 4577 | 4691 | 4664 | 4708 | АТБ 
Я 4,1 | 11,4795 | 4838 | 4881 р 4968 5012 | 5055 | 5099 | 5142 | 5186 
} 4,2 1 11,5229 | 5273 | 5816 359 | 5408 | 5446 | 5490 | 5538 | 56517 | 5620 
| 4,3 1 11,5654 | 5707 |! 5750 Ра. 537 | 5581 | 5921 ] 5968 | 6011 | 6055. 
1 4,4 | 2150098 614% 6135 6228 6272 1 6315 6359 6402 6446 8489 
я 4,5 11,6582 | 6576 6519 6663 6706 6750 6793 6836 6830 6993 
4,6 11,6967 | 7010 | 7054 | 7097 ‚ 7141 || 2184 | 7227 | 1271 | 7314 | 7358 
147 3,70 1445 | 7498 1591 1515 Е 7618 7363 7705 7749 | 7792 
| 48 1 11,7885 | 7879 | 7922 | 7966 5009 | 8053 | 8096 | 8140 | 8133 | $8226 
|-4,9 1 11.8270 | 8313 { 8357 О 8444 | 3487 8580 | 8574 | 8617 | 8661 
‚5,0 1 11,5704 5748 | 8791 5035 | 38178 № 8921 8965 | 9008 | 9052 | 9095 
| 5,1 1 11,9139 | 9182 | 9225 | 9269 | 9312 | 9356 | 9999 | 9443 | 9496 9529 
| 5,8 отв 9616 | 9660 9713 1 9747 9790 9833 9877 9920 9964! 
| 5,3 12’0007 | 0051 | 0094 | 0137 | 0181 | 0224 | 0268 | 0911 | 0355 | 0398 
| 5,4 ‚ 12,0442 | 0485 | 0528 | 0572 | 0615 ‘0659 0702 | 0746 | 0739 | 0832 
| 5,5 117,0816 | 0919 | 0963 | 3006 | 1050 | 1058 | 1136 | 1180 | 1228 1287 
| 5,6 [12,1310 | 1854 | 1397 | 1449 | 1494 1 1 527 | 1571 | 1614 | 1653 | 1701 
| 5,1 1 12,1744 | 1788 | 1331 | 1875 | 1918 1 1962 | 2005 2048 | 2092 | 9135 
р о,8 1 12,2}79 | 2:22 м 2309 | 2358 | 2396 | 24393 | 2483 | 9526 2570 
5,9 12,2613 2656 | 2700 | 2743 | 2187 | 2830 | 2874 | 2917 | 2960 | 3004 
и | 
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ПЕТЕР ЗОБ ко АИТ УИНСЛЕТ 


И 


Трал 2МВЫКЫТСТАА: 


0,0008 
0.0022 
0,0035 


0,0193 


0.0339 
0,0525 
0,0739 
0,0987 
0.1236 
0,1563 
0,1384 
0.2223 
0,2578 
0,2947 
0,3326 
0,3115 
0,4112 
0,4515 
0,4924 
0,5337 
0,5754 
0,6175 
0,6597 
0,7022 
0,2418 
0,78: 6 
0,8395 
0,8735 
0.9166 
0,9597 
1,0029 
1,0162 
1,0984 
1,1327 
1,1761 
1,2194 
1,2628 


а тр амины 7 Ь 


0000 ет 


0026 


0335 


_ 0205 


0355 
0548 
0:68 
1013 
1292 
]534 
1917 
2258 
2615 
2984 
3365 
3755 
4152 
4556 
4965 
53179 
5796 
6217 
6640 
1064 
71493 
1933 
3343 
3778 
9209 
9641 
0073 
0505 
0938 
1371 
}304 
2257 
2671 
3105 
3538 
3972 
4405 
4840 
5274 
5709 
6143 
6577 
4011 
4445 
7880 
ЗА й д. 
8374.58 
9132 
961 

0051 
0155 
0919 


1358 


1783 
2292 


2657 


| 


0001 
0081 
0104 
0213 
0372 
0563 
0785 
1040 
1821 
16:5 
1950 
2295 
2651 
3022 
3403 
3194 
4192 
4597 
5006 
542] 
5333 
6259 
6652 
1107 
71531 
1378 
ЗЗ9Т 
8821 
9252 
9684 
0116 
0543 
0981 
1412 
1847 
2281 
2114 
3145 
3582 
2016 
4450 
4834 
5318 
5152 
6136 
6620 
1055 
7439 
Ь 
ЗО? 
2791 
9226 
9660 


0094. 


05529 
0963 
1397 
1831 
2265 
#100 


т 
Ы 


0002 
6037 
0114. 
0282 
0310 
0583 
031 1 $) 
1067 
1350 
1657 
1984 
2323 
2688 
3059 
3442 
3333 
4032 
4037 
50-8 
5462 
5889 
6301 
©7124. 
{150 
457 
805 
8134 
8864 
9295 
9721 
0159 
0591 
1024 
1487 
1391 


- 2324 


2753 
1931 
3525 
4059 
4193 
4927 
5361 
5793 
6220 
6655 
708 
и 532 
2966 
8:0 
8835 
0269 
9708 
0133 


‚б5та 


1006 
1441 


МАРИСА ЕЕВС РЖ 


0004 
0042 
0124 
0246 
407 
0695 
0$35 
109+ 
1330 
1589 
2018 
9 9764. 
2724 
3037 
3481 
3873 
4203 
4673 
5059 
БОЕ 
59252 
63413 
6167 
7192 
1619 
8043 
8:77 
8907 
9338 
9770 
0202 
9635 
1058 
1501 
1834 
2351 
2301 
3235 
5669 
4103 
4591 
4971 
5405 
5839 
$273 
6.07 
111 
1516 
8010 
8444 
8878 
9313 
974? 
0:81 
0515 
1050 
] 4.54. 
1918 
2358 
_ 2187 
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Бояттовы логарифмы с ф для значений фо: 0 до 5,99. 


6 | ; | 8 |9 
т 
000$ ' 0011 | 0014 
0065 | 0063 | 0070 
0145 0156 | 0168 
276 | 0291 | 0308 
0444 | 0468 | 0;82 
0648 0670 | 0693 
0394 | 0910 | 0935 
1149 | 1177 | 1208 
34:0 | 1420 | 1501 
1758 | 1796 | 1818 
286 2120 | 2154 
2495 | 2470 | 2506 
279% | 2835 | 2872 
2173 | 3211 | 3250 
9559 | 3598 | 3637 
3952 3992 | 4032 
4853 | 4304 | 4434 
4760 | 4801 | 4842 
51:2 | 52:3 | 555 
2597 | 5629 | 5671 
6008 | 2048 | 6090 
6428 | 6270 | 65! 
6852 | 6804 | 6937 
7978 | 7320 | 736 
7705 | 7748 | 1791 
8134 | 8176 | 8219 
8563 | 8606 | 8649 
2994 | 9037 | 9080 
9425 | 9463 | 951 
9856 | 9200 | 9943 
0239 | 0332 0375 
3721 | 0764 | 0808 
1154 | 1197 | 1241 
1587 | 1831 | 1574 
2021 | 2084 | 2107 
2154 | 2497 | 2541 
2888 | 2931 | 2975 
3322 | 3385 | 8408 
3755 | 3799 | 3842 |9 
4189 | 4233 | 4276 
4628 | 4687 | 4710 
5057 | 5102 | 5144 
5492 | 6535 | 5578 | 56 
5026 | 5969 |! 6012 
6360 | 6403 1 6447 | 6: 
6764 | 6373 | 681 | 69 
7228 | 1212 | 1315 | 13 
теб | 1706 |. 7749 |7 
2097 ! 8140 №8184 | 8; 
3231 | 8574 |! 8618 
8965 | 9009 | 9052 |: 
6209 | 9442 | 9486 
9843 | 9377 | 9991 |9 
0268 | 0311 | 0355 |0: 
0702 | 0746 | 0789 | 05 
1137 | 1180 | 1223 1 
1571 | 1614 | 1658 | 170 
2005 | 2019 | 2092 | 2135 
2439 | 2483 ] 2596 | 9579 
2874 | |. 2961 3004 
| 


р м ть > С » = 
Е ‹ : р ее лв < 3 ь Ве 3 62 < 
ы * Че) ь х >. [ ел г > =] ^ № 1 = - ге % Зе г 27 + ‹ ко) | а 4 м ‚р Я к т 
= я СОР ея 6 РУ =. ь > и ‹ реал Е ` ы о №) ( - вы 
с з 
` ; + . у Г ый: $ ` ; 
2 ^.> . * ‚ ` > ; ` ^ 9 г %,® ой , и —. ы 
9 ь : 


еж: -- 
15.1 


это Е 0% Е О В 
| И 

| 0.0 | 0,0000 | 0100 | 0200 | 0300 | 0400 | 0500 ие 0599 _ 0699 | 0:98 | 0898 | 99 
0,1 | 0,0997 | 1096 | 1194 1298 | 1391 | 1489 | 1587 168з | 1781 | 1878 | 96 
0,2 | 0,1974 | 2070 | 2165 | 2260 | 2355 | 2449 } 2543 | 2086 | 27398 | 2891 | 92. 
0,3 | 0,2913 | 3004 | 3095 | 3135 { 8975 | 3364 { 3452 3540 | 3627 | 3714 | 86 
0,4 | 0,3800 | 3385 3969 | 4053 Г 4137 | 4119 | 4301 | 4832 | 4462 | 4542 | 79 
0,5 | 0,4621 | 4700 4177 | 4954 | 4930 | 5008 | 5080 | 5154 | 5297 | 5299 1 171 
0,6 0,5310 | 5441 | 5511 | 5531 | 5649 | 5717 5784 | 5850 | 5915 5980 | 64 
07 | 0,6044 | 6107 | 8169 6231 | 6291 | 6352 | 61 | 6468 | 6697 | 6884 | 56 
0,8 | 0,5640 | 6596 ( 8751 | 6305 | 6858 | 6911 | 6953 | 7014 | 7064 | 7114 | 49 | 
09. 0,7163 | 7911 | 7258 | 7306 | 7352 | 7398 7448 | 7487 | 7531 | 1574 | 4 
1,0 | 0,7616 | 7658 | 7609 | 7739 | 7779 | 7818 | 9857 | 7895 | 7932 | 7969 | 36 | 
1,1 | 0,8005 | 8041 { 8076 | 8110 8144 | 8178 | 8210 | 8248 | 8275 8306 | 11 
1,2 | 0,3337 | 8367 | 8397 3436 8455 | 8483 | В511 8538 |! 8565 | 8591 | 96 1 
13 | 0,8617 | 8613 | 8668 | 8693 | ЗАТ | 8741 | 8764 | 8787 | 8810 | 8831 | 22) 
1,4 | 0,3554 | 8875 | 8396 8917 | 8937 | 8957 | 8977 | 8996 | 9015 | 9038 | 39 | 
1,5 | 0,9052 | 9069 | 9087 | 9104 | 9121 | 9138 | 9154 | 9170 | 9196 | 9202 | 15| 
1,6 | 09217 | 9232 | 9248 | 9261 | 9275 | 9289 | 9302 | 9316 | 989 | 9342 | 12| 
1,7 | 0,9354 | 9357 | 9379 | 9391 | 9102 1 3414 | 9425 | 9436 1 9447 | 9458 | 10 | 
8 | 0,9468 9478 | 0488 | 9198 | 9508 | 9518 | 9527 | 9536 | 9545 | 9554 | 81| 
1.9 | 0,9562 | 9571 | 9579 | 9587 | 9595 9603 | 9511 | 9619 | 9626 | 9688 7 | 
2,0 | 0,9640 | 9647 | 9654 | 9661 | 9668 | 0674 | 9680 9687 9698 | 95991 61| 
21 | 0,9705 | 9710 | 0716 | 9722 | 9727 | 9732 | 9783 | 9743 | 9749 | 9758 | в| 
2,2 0,9157 | 9762 | 9767 9771 | 9176 | 9780 | 9785 | 9789 | 9,93 | 9797 | 4] 
2,3 | 0,9301 | 9805 | 93909 | 9812 { 9816 | 9320 |` 9323 | 9827 | 9330 | 98 81 
2,4 | 0,9937 | 9340 | 9942 | 98-6 | 9849 | 9952 | 9855 | 9958 | 9881 | 9964 | 2) 
2,5 | 0,9366 | 9369 | 9371 987ё | 9876 | ЭЭГ | 908Т  988Е | 0856 | 9888 |2 
2,6 | 0,9890 | 9892 | 9395 | 9397 | 9399 | 0901 | 9903 | 9305 | 9906 | 9903 21 
27 | 0,9010 | 9912 994 9915 | 9917 2019 | 9920 | 9922 | 9923 | 9925 | 11 
2,8 | 0,9926 | 9928 | 9929 | 9931 | 9932 | 9938 | 99%5 | 9988 | 9937 | 99381 21 


Бригговы логаряфмы 4 о для значений грот ‹ о до И значения значеняя 15 уе и на 10. 
с ее ака газа емисалы АНКАР ОСЕНИ НЕЕ ЗЕЛЕНЬ ЗЕЕ 


| - 
О ОВО Е 
м МЫ ИИА 
0,0 | — =. 6018 | 6996 | 7776 Ш] 3444 | 9022 | р 455 
0,1 | 8,9986 #0397 |#0771 11115 #1483 | 1729 |+2004 #2263 _ "2506 736 | 017 
0,2 | 9,2953 | 3159 | 3355 | 3542 | 3720 | 2890 | 4053 | &:10 | 43650 г | 139 
0,3 9,4644 | 4778 | 4907 | 5031 | 5153 | 5268 | 5381 | 5490 т 569$! 99 
0,4 | 9,5797 | 5894 | 5987 | 6078 | 6166 № 6252 | 6336 | 6417 | 6496 | 6573 | 75 
р. 9,6648 | 6721 | 6792 | 6861 | 6928 # 6994 | 7058 | 7121 | 7132 | 7249 | 58 
70,6 | 9,7800, 7357 | 7413 | 7467 | 7520 | 7572 | 7622 | 7671 | 7720 | 1767 | 46 
0,7 1 9,7813 | 7858 | 7902 | 7945 | 7988 | 8029 | 8069 | 8109 | 8147 | 3135 3 
0,3 | 9,8222 | 8258 | 3294 | 8328 | 8352 | 9395 | 8428 | 8460 ' 8491 | 8521 а 
0,9 | 9,8551 | 8520 | 8600 | 8637 | 8664 | 3691 | 8717 | 8743 | 8768 | 8798 о | 
1,0 | 9,3817 | 8841 | 9864 | 3887 | $909 |} 8931 | 8952 | 8973 | 8994 | 9014 | 20 
1.1.1 9,8084 | 9053 | 9072 | 9090 | 9108 | 9126 | 9144 | 9151 | 9:77 | 9194 | 36 
{ 1,2 1 9,920 | 9226 | 9241 9256 | 9271 | 9285 | 9200 | 9314 | 9327 | ви | 13 
1,3 | 9,9354 | 9367. |987 | 9391 | 9104 | 9415 | 9427 | 9438 | 9450 | 9460 м 
1,4 | 9,9471 | 9482 | 9492 | 9502 | 9512 ' 9522 | 9581 | 95:0 | 9550 | 9558 9 
1, | 2,9567 | 9576 | 9584 | 9592 | 9601 1 9808 | 96516 | 9624 | 9681 | 9539 г} 
1,6 | 9,9646 | 9655 | 9660 | 9666 | 9673 | 9680 | 9696 | 9698 | 9698 | 9704 6 
1,7 | 9,9710 | 9716 | 9721 | 9727 | 9732 1 9738 | 9243 9748 | 9753 | 9758 ЗН 
18 | 9.9763 9767 | 9772 | 97:5 | 9791 | 9735 | 9790 | 9794 | 9798 | 98021 4 
1,9 | 3,9866 | 9810 | 9813 | 9817 | 9821 | 9824 | 9828. | 9831 | 9384 | 9888 3 
2,0 | 9,984} | 0844 | 9847 | 93350 | 9353 | 9856 | 9859 | 9862 | 9864 | 9807 | 3 
21 | 9,9870 | 9372 | 9875 | 9577 9880 9832 | 9384 | 9887 | 92889 | 9891 #8 2 | 
2,2 | 9,9893 | 9895 1 9-98 | 9900 | 9908 1 3994 | 9905 | 9907 | 9909 | 9911 2 
2,3 | 9,9913 `| 9914 | 99:6 | 9918 | 9919 1 9921 | 9923 | 99241 992 9927 2 
2,4 1 3,9959 | 99350 | 9931 ! 9933 | 9934 1 9935 | 9937 | 9988 | 99389 | 99401 1 
2,5 | 9,9941 | 9918 | 9944 | 9945 | 9946 1 9947 | 9943 | 9949 | 9950 | 9951 1 
2,6 | 9,9952 | 9958 | 9954 | 9955 | 9956 1 9957 | 9958 | 9958 | 9959 | 9960 1 
2,7 | 9,9961 | 9952 | 9962 | 9963 | 9964 | 3995 | 9965 | 9966 | 9567 | 9967 1 
2,8 | 9,9968 | 9969 | 3969 | 9970 | 9970 | 9971 | 9972 1 9972 | 9973 | 9973 1 


Го 
4.3 


|. Алгебра. 


А. Общие замечания о вычислениях и решении уравнений. 


Точность вычисления в каждом отделеном случае должна соответствовать вмеющейся 
в виду цели. Есля, например, для входяших в вычисление величин достоверны только 
три перных десятичных зкака, 10 лишено веякого смысла усиливаться давать результат 
в виде числа с четырьмя, пятью или лаже с десятью десятачными знаками. Цоследнио 
цифры были бы не только лашвими, но даже н неверными. Объем призматического тела 
длиною в 22 мл, шириною в 285 мм и высотою в 154 ми следует считать равным не 
109,434402 9.и3, а 10903. Еосхки бы измерение дханы, ширавы и высоты дало числа 
большие лишь на 1 им прежних, то объем оценивался бы уже в 111 0.43; такны образом, 
не имеет смысла стремиться представить результат в десятых д.43, пока хинебные 
измерения не оцениваютел с надлежащей точностью. Было бы бесполезной тралой вре- 
мени вычнелять все десятичные знаки нутем перемноження 2511 на 2838 и 15& лишь 
для того, чтобы затем, согласно смыела залачи, окрутлить результат. Церед выполнением. 
хакого- хибо вычисления нужно давать себе отчет о его необходимой слепеи точности. 
Так, еслн в ланную задачу вхолят числовые величины, вайденные при помощи измерения, 
то и остальные величины, входябие в данную задачу, должны соответствовать той же 
точности (ср. главу „Ошибки при экспериментальных баблюдениях“, стр. 90). Если при- 
нять для п значение 3,14 вместо 3.1415928... ‚ то относительвая ошибка будет лишь 
0,05% этой величины, т. ©., ках правило, значнтельно меньше, чем ошибки, допущенные 
зведением в задачу величин, нахевных пря помощи измереянй, и, значит, пренебрежение 
такой ошибкой не имеэт влияния на результат. Соответственно этому необходимо у Чисел, 
взятых из таблиц, отбрасываль известное количестве цифр. Четырехзначные таблицы 
логарифмов совершенно достаточны в большинетве ‚вопросов и занимают не больше 
одной пли двух страниц. патизначные таблацы очень громоздки и занимают много 
моста; В большинстве случаев достаточно усотреблять счетную линейку с тремя цифоами, 
2оли еще при этом олневремеяно пользовалься таблицами (лаюшими значение стененей, 
корней, обгатных величин, площадей кругов, длины окружностей, длин дуг, моментов 
инерцеи и т. д.), то пычислевия будут значительно облегчены. 

Во избежание ошибок при вычислениях и неправильной расстановки запятых — 
результат следует оценнхать _вриблаженно наперед. При тех вычислениях, для которых 
келосталочна точность сче'ной линейки, употребляется сокращенное" умножение и де- 
ление (см. стр. 52), которые мотут применяться с любой степенью точности. Очень 
удобны графические метолы, особенно, когда дело идет об определении первых лишь 
приближений Однако, когда дело идет о том, чтобы вычислить! какую-либо величину 
лишь один только раз и притом с большою точнестью, тогда сти же самые приемы 
становятся утомительными и берущими массу времени. Рекомендуется в этих случаях 
определить приближениое значение слегка ео чертежом п затем, с помощью 
Деди!а 7а15 или ныотонова способа приближения (ем. сар. 84 и 85), уточнить Пе 
При более частых повтореннях одного й того же самого хода вызчнелений, лишь при раз 
хичных чиеловых ззханиях, рекомендуется пользоваться исключилельно графическим 
методом и з‹ готовить соответствующие номограммы. Для каждого отдельного вычисления, 
онуская все постороннее, можно постройть а ю номограмму, которая позволит 
пепосредственно прямо прочесть уже тотовым желаемый р'оультет и притом с доста- 
точной зочностью и без веясих вызислений. Труд, потрачевный на набросок и вычер- 
чивание подходящей номограммы, в этих случаях може не принималься в расчет, так 
как эту работу приходитея проделать один раз навсегда. Решающим является то обстоя- 
тельство, что такая номсграмна позволяет удобно прямо прочесть готовым требуемый 
результат. 


3 
; оо Ам — 1009 
В табл. А даны пля чисел от 1 до 1000 величины 92, 7?, Уи, Ум, вп, — 


\ ‚от ни 


17 т Е 
.и, ——. Применимость этой’ таблицы значительно больше, чем может казаться на 


4 
' у 3 . 
= з ‚ . о у 9 ы | 1 З 1000 
первый взгляд. Если умножить я на 10, то И”, —— вадо‘помножить нё 00, яз на 5 


4 
` 19000 г) ит ` 
в —— разделить на 10. Чтобы иметь увеличенным в 10 раз Им, надо и умножить на 
и 


$ 1 7 
100: зналогично, 8860 дестигнухь того же для У п. надо увеличить п в 1000 рёз. Корня 


68 


_ МОЖНО паити не только для значения ий от 1. до 1000, но можно иметь квадратные ковеи 
до 1000000, в кубическике до 1000000000, так как столбец, козглаваенный значком 28, 
можно рассматриваль, как дающий квадратные корни столбца я? или кубические корни 


столбца 23. | ь 
о АМ %, == 9 м: и ЕЕ 
Из равенетра 638 — 25.2587 слехдузт: 6,33 — 2,52587 или 163800 252,587 
ит д. ^ | | 


‚ эначение У 63,6 при помощи таблиц получаем следующим образоы: 


И 638401 — 759 | ллЕь _ И 633006 
о =. 9:9 — — 
У 626304 -= 708 ! 


© 


7 


— ЕЯ, —> 2.99. 


Точно так же можно найти для каждой дливы окружности, п. и, ин плетадк круга, - 
п . 72 


‚ соответствующий днометр. Деление на п совершается таклмы образом, что для 


данного «вела, п ‹ с, отыскивается соответствующее число пит. д. 


М При решения уравнений любых степоней, а, также и трансцендентных, 
для получения приближенкых значений корней наиболее удобным епо- 
в0бом является вычерчивание кривых, диределяемых данным уравненвем, 
Уравненаяе приводится к нормальному виду 7 (2) = 0 и вычерчизается 
кривая у==/(2). Те значения 5, для которых у =0, т. е. абевяевы 
точек пересечения кривой с осью Х, и определяют. собою корень ураз- 
нения. Числовые примеры даны при решении квадратных и кубичесних 
уравизний на стр. 74 и стр. 88.. | | 
р. Вычерчивание кривых совсем не так затруднительно, как это кажется 
°— на лервый взгляд. Часто геометрический характор кривой бывает ясен 
из вила уравнения. С другой стороны, часто случается, что из смысла 
самой задачи оказывается возможным опеяить приближеняов ввачение 
корня уравнения или хотя бы границ, между которыми лежат это зна- 
чение; тогда, очевидно, крявую слодует вычертить только хля этих зна- 
чений независимого переменного. Для самого вычерчивания мы должны 
вычислить лишь отдельные хочки рассматриваемой части кривой (19 в03- 
можности пользуясь таблицами), Прежде веего надо определахь две 
точки, для которых /(2} имеет различные зваки, а затем и нромежу- 
точные точки, более бхизкие к оси Х. В технических приложениях восьма 
релко требуется нахождение всэх решений уравнения: большей частью 
‘Удовлотворяются одним корнем; так что знать лальнейлий путь кривой 
бывает совершенно не нужео. Так ках дело идет лишь о точке пере- 
о бочения кривой с осью Х, т0, для того чтобы чертеж мог помоститься 
_ Ва определенном месте, можно пользоваться для осей Х н У различными 
‘масштабани, не взирая на искажение вида кривой. Лалое, для вычи- 
— блония пряближенных значений достаточны грубые чертежи от руки, так 
КАК точное значение получается из приближенного с номощью Веоа 
_ 7438 кли нъютонова способа приближония гораздо быстрее, чем при 
Помощи точного вычерчявания в большом масштабе. 
в. к 


Ж— 


Пример. На какую глубину п погружен плавающий в водо леревянный шар дизметра 


й" — 40 с в удельного веса, у = 0,75? 
Объеч похруженной чести Х уд. вез воды = всеку объему 2 Уд. чес дерева: 


53 —. 6057 -1- 24000 гр 0. 
49 


По смыслу задачи пригодно только одно из трех АИ куоического уравнения, РОО 
лолжно лежать между 20 и 30 см. (При ]=0,5 шар был бы погружен на 1|., при 
= 0,75 призма погружается на 8|,). я 


# (х! Г 7 (1) = 28 — 60522 24000 |. Л 


800010 _ ЕЯ а 
р. . 20 — 3000 

6000: ; о 20 -- 8000 : 
| \р р 25 -|. 2100 
3 Проба, 21 — 57 


ЗРЯ т еее че ао РА АЬ ЧЬИ ОО — 


- Три точки Р,, 25, Р, лежат почти на одной прямой, которая 
‚пересекает ось А на расстоянии, близком к 27 от назала коор- 
® 400 динат. 

` Таким ‹бразом считаем х-—27. Мы не приводим здесь более 
точното определения х при данных значениях диаметра и удель- 
ного веса. Однако, если определять точнее чнеховое решение 
кубичесхото уравнения, как такового, то уже при ВО применевии нпьютенога 
способа приближения нолучается следующее значение 


(<) с 322 —- 202 


Е 
20 25 \30 


Черт. 1. 


ПАГ Г! (&) = — 1050, 
[{х) — 57 х 
Е 


2 —: 97 — 0,5 — 26,95: 


Вместо тото чтобы отыскивать значение х, при котором [(>) — 0, т.е, при котором 
кривая у-— (г) пересекается с осью Х, можно Их) представить ках разность /(х) = 
= (42) —Д (=) = 0 и определить точку, в которой пересекаются кривые 7,(<) и [<); 
в этой точке мы должвы иметь: [1(=) — 72‘). Очевидно, что каждая такая частичная 
кривая в свою очередь может быть составлена из других частичных кривых. 

* Трунмер ФА, иравиения: | 


45 я — 2—6. 
# у й (*) — 852, 
т узы РЕ 


Грубоз определение точки пересечения ес (стр. 102) с прямой у= 25 
п; 
дет я — $ 
5 3 


Уточнение приближенного значения может быть произведено методами, указанными 
на стр. 84 и 85. Здесь достаточис пользоваться таблицей для #2 (стр. 97 в 38) 1 м ДЛЯ 
длин дуг (стр. 39). | 


Введение новых переменных и употребление функциональной шкалы 
часто позволяют сводить кривые к прямым. 


Пример. 4 
- р “ ое — 6. ‹ 
Полагая ты | 
12 р — и, 
12 с — 


оудем иметь: 
у. %. 


Это. уравнение представляет с6бою прямую с угловым коэфициентом — #, отсо-. 
Калощую на оси У отрезок 8. Она вычерчивается путем отметки двух точек. При упо- 
треблении логарифмической бумаги пользование логарифмическими таб лицами не необ- 
ходимо. Вуесто логаризмов хи у чаще всего отмечают на осзх 
значения сир, и тогда адиабатическую связь между гиф чи- у ] 
Таюг просто как линейную. 


При составлении уравнений надо обралвль вни- 
мание на то, чтобы в левой и правой частях уравне-' 
ний употреблялись одинаковые измерения (длина, 
поверхность, время, скорость, сила, работа, полезное 
действие ит, д.). | 


р. В. Черт. 2. 


ет ] 
Пример. $ = 5 
$ — путь, р = ускорение — ту следовательно #2 — ты время? == пузх 
и” ЕАО —` время? ОР *Т — Бремая а 
$ — время. 
В сумме все слагаемые должны иметь одно и то же самое измерение, 
В 
т | 
Ир ‚ | 
А $ —/ — 4в (усиление тока при включении. возбудителя. дннамо- 
машины). я не , 
у: 
А, 
1 — сила тока [ следовательно, е должно быть нулевого измерения, т, е. дслжно 
У — сила тока, т быть отвлеченным числом, 


Так как # означает время, то — тоже должно иметь измерение времени (тах вазы 
{2 


ваемая яостоялнная времени). Это так и есть на самом деле, так как 2 ОЗрЕтиеЕт 
длина, 


время 


самонндукции) есть длина и А (0.1080 сопротивление) — 


Если в время от времени, при длинных вычислениях, проверять одно- 
родность измерений, то возможность ошибок в вычислении почти искло- 
чена, так как в случае ошибок почтя наверное измерения не согласо- 
пались бы. При подстановке числовых величин в окончательную фор- 
мулу, измерение показывает, какому порядку величин надо следовать. . 
Бее длины, времена и т. д. должны проставляться в произвольных, Но 
везде в мех же самых эдиницах измерения. 

— : Ирикер. Давление Р жидкости на горизонтальную плоскость ЕЁ при высоте уровня й 
и удельном весе жидкостя. у есть: 
Р- Е.В. . 1. 
Лля | | | 
В 05 и, ВЕ в 1=08 3. =80 5—0 
| о У э 7 ав == о 8 ?- % 
имеем, сдедовалельно, 
2:3 
Р—0,5.2. 800 [м в. =] — 800 ж2 


или 


Р= 50.50. 0,8 [гл . ди. 5 
ИЛИ 
т 
Р=05.2. 08 || ^^. =. | = 0,8 2. 


Производные единицы сокрашаются так же, как дроби. 
5$ 


Ра 


} Е — сопротивление она, 
Прим. Вс. - 


ил ’ с — удельное сопротивление, 
——- | | -#— длиль проволоки, 
5. { — пнаметр проволоки, 


с дано в табливах, ках 00080 сопротивление проволокя 1 и длинсю и 1 им? в попе- 
-” Я. мий 
речном сеченни, следовэлельно, измерение с выразится: »— 


——; отсюда видно, что: 
го 


х `_ га. м 
должно быть поставлено в метрах, & @ — в виллиыетр: Я. В я в — 0,017 
1600 Г9. ли Ш 
3.14 | Зои” ИР 


ое 


1—1 хин а=? шем, т. е. В -- 0,017. 


В, бокрашенные вычисления. - 
а) Сонрашенное умкожение и деление. 


1. Умножение 


} 


не сокращенно е: сокращенное: 


03,21 - 1.6458 03,27 - = 
93,29 ТТ 55,90 
55,96] 217 3,13 
3.98 051Т 4.7 
_ 1618 158,50 
153,5013766 После того как 93,27 умно- 


жено`‘на 1, вычеркивается цифра 1 
множителя. и пафра 7 множимого, 
так что при ближайшем поеле- 
дующем умножении оставшихся 
пифр 932 на_6 никоим образом 
невозможно пролвижевае ваправо, 
‚хотя бы на одно место. Зачер- 
‹нутая 7 еше должна бымжь упо- 
треблена при округления резузь- 
тата; вместо 6: 2‘ пяшется не 12, 
а 12-1-4==16, так как 6.1 =42 
единицы = округлено 4 десяткам. 
После того, как умножение ва 6 
проделано, цифра 6 множителя 
и цифра 2 множиного вычерки- 
ваются и т. д. ло тех пор, пока 
не окажутся вычеркнутыми все 
пифры множимого. ‘Расставовка 
запятых производитея на осно- 
‘ванви грубой Предзарительной 
спенки результата. За’ мно- 
жимое следует брать числ 
с меньшым числом вифр, т. е. 
надо веремножать 93,27 . 1,6458, 
в ве 1,6458. 93,25. 


ъ 
63 |= ы д 4 
- - 


Если третий и следующие 
десятичные знаки числа 93,21 не 
суть нули ив т0 же время вам 
неизвестны, то вычисление пифр, 
стояшнх справа от вертикальной 
черты, не только не имеет смысла, 
но может даже создать впечат- 
ление точности, какой нет на 
самом деле. Если бы за цифрой * 
числа 93,27 стояли звачущие 
цифры, то и на месте крестов: 

`хозжны были бы стоять цифры. 


касстанослбло зсцяошыл эровем\у” 
дится на основании грубой поед- 
варительной оценкя и при самом 
°. процесее вычисления оставляется 


@«. деление. 


10,7390: 35,161453 = о, 30284. 
106885 


1005 без внимания. В делителе ‘или, 

УЕ \ 
__ 909 если он содержит меньше. цифр, 
290 чем доламое, т0 в деламом) 
_ 283 нужно отбрасывать столько цифр 
13 (3, Би 7), чтобы‘ при первом 


частичном умножении 95.3510], 
это частичное произведение содер- 
жало столько цифо, сколько их 
имезтея в делимом ‘Последняя из 
зачеркнутых пафр (7) должна быть 
употреблена для округления ре- 
вультата, т. е. вместо 3.1 пишется 
не 3, а3-Г2 ==5, так как 3. ИВ 
единица == округленяо 2 десяткам, 
Вместо того чтобы приниеывать 
каждый раз к остатку 0, в дели- 
теле вычеркавают одну цифру 
й, таким образом, продохжают 
деление далее. 


в 


в) Вычисления в малыми цнсловыми величинами. 


Вели 5 меньше единицы, то, приближенно, с ошибкой порядка 8, 
(см. „Вычнохиятельная практика ро стр. 126 и 121) будем иметь: . 


(5)? =1 -- 25; 1,091 == 1,004, ошибка == 0,000001;. 
0, Е = 0,996, ‚ ` 20,000004; 
(-- о (1—0) ==1; г и == 0,9991; т 0,00000009; 
1 
а ` и > ‘ мь 47 ы 
и И и (1-0) =1-9т.6 : 


Пако ь 
1-6, 0, -- 0-Е... Г 8 | ва 36 .. 
(=). 9-Е) - Е то В 
Цели, например, & и 1 суть длины стержня, соответствующие тем- 
поратуре С и 0°С, а-—коэфициент расширения, то, как известно, 
й = И (1 т Г); отсюда, подставляя численные НИЯ, получим: 


ил т-- 505 


| .. | (15 == 250 ‚ (1 -- 20+). 
Ут =1 +; нк 1,004 =1,002; 1,0028 ==1 604 (опибка 0,0004%}; 
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р И етЕССОЛЬМ 0 \. 0 , 

- Уа-(а-Е 9) =а. И (д) =а+ 5; 

т, е. среднее геометрическое равно среднему арифметическому. 
ут. * 5,506 = 5,08; 5,08* = 25,30 (5 -5,06 или 5% +2.5. 03). 
Мон 2]. 

У 2,542. 2,546 = 2,544, точнее, равно 2,544. |+- - 5) | == 


2 \2,544 
= 2,544 - [1 — 0,0000003], 
ошибка ЗЫ 


Ве 1 /0,04\2 
И 2,50 - 2,58 =2,5, точнее, равно 2,51. Ё а = Е 
КА = 2,54 . [1 — 0.00011, 
ошибка 0,01%; у | | 
: Уа-Е 5? = 0,9604 - 0,368Ъ, для а, ошибка меньше 4%. 
УР -Е с = о,9ава |080 0.2970, для а > >, 
ошибка меньше 6%. - = 
С. Вычисление степеней, козней и логарифмов. 
а) Вычисление степеней. 


1. Определение: 4”’=а.а.а.а.... (п раз); 4=4.4.4= 64. 


* — степень; а — основание; я — показатель. 
Из этого определения следует; 


Е - © | 
| . | 
со С для < 1 со 
р @ — у . Неоп 
3 | со ° ат (мыся. символа 1” см. „Неопределенные 
выражения”). | 
Далее, для четных и нечетных показателей имеем: 
4. (а) п е | (2 = 2“ = 16. 
2% 24% 
(-а“=-а’: Е к 
2-1 28 —-1 
5. (9  =-а ; (2) = = 3. 
2.11 - 2-1 
а, 
-- Действия со степенями подчиняются следующим пяти правилам: 
И о. 
тд ат. от =(4 4 6)"; 45.295 — 85. 


< 
М» 


те И 
е ап У ? 48 4 э 
у 3$ ве РН, 3_ 

т (8) 1 и —т 48. о 
рт. ти = 2 ‚ @м, 11); 15. 42 (= ). 
ат ма | т ‚ 46 ы 

Е и"! 

9% ‹ В ‚ 
10. (= а"" (48)8 = 415. 


Эти нять правил остаются справедливыми не только для целых 
положительных показателей (см. определение 1), но и для отрицательных, 
& также для показалеля 0, если з качестве определения установить сл6- 
дующие соотношения: ‘' ь 


9 ИТ к А 
Ух Я ТЕ, 4 ев ег 
{ | 4 | 
| х и ры | т. 
3 й р 913 | г 
12. == 1: | ы _ 40 =1 


то же самые правила применимы и Е степеням с дробными показа- 
телями, если положить: 


т ВХ. - 
—'_ 


13, а = Уа” (см. Извде чение корня“); а’ в 
- 3 3 
а = У =а- Та. | 
“Применение стененных формул: 
14. (9-25). (а—В = — 07; 35—25 = 60. Ю = 600. 
15. (2-56) == а? + 2а6 -Р В; 283 = (30 — 2)? = = 900 — 120 т 4 = 984 
16. (а за 6)3 — а@3 Е 3970 и 3402-Е 08; 193 = (20 —1)8 = 8000 — 1200 и | 
-- 60 -—1 = 6559. 
11. Формула разложения динома о также Вы практика 
рядов“, стр. 126): 


и в. (п —1 —8 9 
(а 6) =а-тп:а 6 -|- . На 0 -- 
| в (и—}). Иа. 
ИМ . 63--.. 
в в: & т: 


Этот ряд будет конечным, если п есть положительное целое чиело 

например, | 
(а-Е 0) == а* -Е 446 -|- 6470? Е 4а53 1. 

Ряд. будет бесконечным, если я предетавляет собою отрицательное 
или ‘хробное число; он т сходящимся прга >в {ем. „Вычиелительная 
практика радов“, стр. 126). Более подробное расемотрение коэфициентов 

отдельных членов (биномиальных коэфициентов) дано в теории соедн< 
пений, стр. 86). 


= 


: | 95 


-.-° 


а (у 7—1 — . #-8 
19. — 5—5 71 -та о --а . 5%... 
4 --6 % 
—2 0—1 
за .-- а . 6“ —- В 
аб — $5 И. 
Е = 24 -- 496 0 а6З-- 
Е | 
28 —_ [3 
@ 
АБ —- “о 435? х 425 8. и Ш 65. 
ан ао. г - т 
м ре | :-. | 
20. — а” — а" 6 ны а". в — 
а--б | | | 
а 5" з) 
5.1 25 
аа 4 05-1 а? 4 ы. 
а--5 
ай" а и Е 2. на 
а— й-—— 2—8 З __ Бав— 
Ури — 4 е | Я . 68 — сы ..° р Е: 
НЕ" | Е 
Ри ре 06 4 ы й 
р = — 9% | < — 9 ай — 
21. Такие выражения, как т: 050, со*, 100 — неопределенные. 
ОР: | | 


1 \7 | | 
от ‚(1 =) ==6=2,115.. (отнюдь нео равно 1, как может 


00% ть о первого взгляда). 
22. Обратные действия, 
‚ей тотвин: сложение (в 9=е6--а==е) и умновсение (а +6 = 


= о-а == С) имеют только по одному обра «ному действию, ииенно. вычи- 


_ * > С © &3 
ление (п == с — ила 6 ==е— @) и деление | а = -- ЯН == —_}; деистви- 


тельно, сумма, р переме мест слагаемых, и произведение; нри че- 
рошехо мост множителей, - —— остаютея ноизменными,. При возведении 
в степень, НОО, нельзя менять местами основание стапени и но- 


казатоля степени. Вследствие этого воводе ние в степень имеет уже два 
ое действия: извлечение корна и возарифмирование. 
’  Иояи том числа ‘а, 6 и с свазаны соотношением: а’ —=6, то по ВУ 
данным ив них можно найти третье 1 | 
Соответственно тому, какое из чисел определяется по двум данным, 
будем ныбть следующие действия: 
23. Возведение в степень: даны а и. Требуется найти е = а°, где 
а — основание, 6 — показатель, с -—- степень. 5 


24. Извлечение кория: даны В и се. Требуется найти а = Ус, 
где а — корень, ь— показатель корня, с — подкоренное количество: 
25. Логарифмирование: даны анис. Требуется найти 6 = Ю. с, 


ле а — основание‘ логарифыа, 6 — зогарифм, с — число, логарифм кот ,- 


рогэ ищется. 


Ы$——щ——=—_————— ыы 


1) Чередующиеся знаки — И — ° обозначал, что члены, следующие за а2—2 7ра, 


з 


\ имеют ОВЕН ‘знаки плюс и манус. 
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_ 6) Извлечение корня. _ - 
А | я 
1, Определение: бели а” = с, то а = ус. 
_Из этого определения следует 


(уз) 
2. Ме] ==. 

1 
3. Ус 0, 

В == № т | 
4. У0=0. | | и 
Далее, хля четных и нечетных показателей корки имеем: 
| 2 1 8 


5. а & == и о?" и = 3; 


мк \ 


у= & == мнямому числу. 


р 12 3 
6. и р а: не = 2, У 6. ба р -|- 4: 
2—1 Ч 1 о 


Иа —а=— ат ЗИ — 64 = —4. 
|` Дли вычислений с р имеют силу следующие пять правил: 


ше... Утв- У. 5. Уз УВ=Ув-не (ИУ). 


2. 


и 


Уа; =а"; _У1в = Е 43 = 46;  У@=а. 


р И: см. т”. и 
10. И®=У а” Иа уз -ун й 


ия 7 | $ | 
| и АГ т я-т “Уз 
11. Ув = Уа=Уа’ у: У 21 = Уз = = Уз 5 


Применения ера извлечения на 


12, а о к ДИ и и — | 1, 
Уа И ий) ; У 64 р 64. - 64 т 4 ; 


А Г А и 
13. а .УЬ-== Уа”.ь: 7 У= = 2% — т 


#7. Н 


14. Уд. Уа= И ат, | Уе. и 
15. УВ У-УаЕь 2. ат Ь: 
Изв =Уав = 735; 
Уа—У= = Иа-5—2.-Уь 
И 2—8 = Ив У8 
Ив У = Ув -в=чу& 


16. Дальнейшие числовые примеры: 


6. И80=6. 16 -5=24. ИУ5; г Уз 
Е 
И—365 = И —125-8=—5 .УЗ 
у Ее а УЕ, 
А. И т. В 7 
у. уве уе = 2 =42. У 


и 28 —УИ м -+- РЕНИ 3-1 Ув—Уё= 
=5. (8-6. ИР_1т. Уз. Узра. УЗ—9.У Ув; 
УУ8 И Ив 


$<д———— 


У2-Уз — 92-ИЭ(У2+УЭ 2—8 


Ут» ЗЕ 3 8 _ $ 
У 220 = У ж=х-.Ух; У! =УЗ; Ух. а : Иа 
р | 


3 
у=И = ИЕН И, и =1. 
с) Логарнемнлование. 


1. Определение: ебли аб == с, то 6 = №, с (ем. пункт 25 на отр. 56). 
Если логарифмы имеют основание а = 10, то они называются деся- 
тичными или бригговыми логарифмами (Вригг-—-жил около 1600 г.). Они 
весьма удобны для практических вычислений, так как при умножении 


` 58 


аа, 


числа с на 10 логарифм его $ увеличивается — и при делении на 10 


’ уменьшается — на целую единицу. Вместо 15щ5с ОВ и [2 с. 


* т 37 ЕО о - 120,1 =-— 1, ибо 10-101, 
АО = 10, ] | _о 
|2 100==9, ›„ 10%= 100, №8001 =—2, „ 10 ‚= 
^ 11000=3, „ 10 = 1000, 150,001=—3, „ 10 °= 0,001, 
3. 16 1,092 =0,03822, 12 0,1092 = 0,03822 —1, 
12 10,92` = 1.08822, ° 160,01092 = 0,03322 —2. 
`=:2,08828,. 12 0,001092 = 0,08822 —3. 


° 16 103,2 


з 3 Г. э > `% ъ > $ Ф® 


Пробь 0,03822, ОТВ цифрам 1092, называется мантиссой; 
целая же часть: 0, 1, 2,...,—1,—2, — 3, ... определяется в зависимости 
от места запятой и называется харак стеристякой. В таблицах логарифмов › 
даны лишь мантиссы, характеристики же пиедетнатся согласно .соотно- 
шениям 2. 

В высшей математике и в теоротических вычислениях пользуются 
лотарифмами при основании е = 2,118281828459045..., так называемыми 
„натуральными логарифмами“, или логарифмами Непера, при помощи 
которых составлены и: бригговы таблицы логарифмов {см. „Вычисли- 
тельная практика рядов“ стр. 121 и 127). (Незер опубликовал свои 
таблицы. в 1614 г.) . | 

Вместо 12, с пишут короче ше (оватИвтаи$ пафита!). ‘Соотношение 
между сс и Час (вывод этого соотношения — см. пункт 10, стр. 60) 
имеет вид: 


4. 0% =- 2.305. _ у точнее: 2.302585 
Зе Иа Ею [ . 43 : А 
№ х 8 1 22 = 0,4343. 1% „5 0,484294 
Число 5208 = 0, 4343 называют модулем бригговой системы логё- 
рифмов. Из определения логарифмов следует: 
5. О: | тени —0; 2 
|2 0’ =--с; ШО = — 05 
1529 —'05 п со == 05; 
1210 =1; АЕ ё = 2,118... 


Натуральные и  бригтовы лог арифмы отрицательных чисел — мнимы. 


Для вычислений с логарифмами имеют силу следующие четыре 
правила: | 


6. 12 (а -6) = ре а 155; 16 508,3 = 2,70612 
10 0,3417 = 0,58364 —1. 
[2 0,0028 = 0,44716 —3. р 


{6 (508,3 . 0,3417 . 0,0028) = 0,6869? — 1 
508,3 . 0,3417 - 0,0028 == 0.48632. 


в} Мнимые и комплексные числа. _ 

о Совокупности действительных чисел противополагаются так назн- 
ваемые мнимые числа, т. е. такие числа, которые не могут быть пред. 
ставдены ни в виде положительных, ни в виде отрицательных действи- 
тельвых чисел, например У — а^. а 

Каждое мнимое число можно изобразить как произведение действи- 
тельного числа на мнимую единицу: # = У — 1. . | 

Например, У — 9 = 3.1. | 

Лля вычислений с мнимыми числами имеют силу следующие соотно- 
шения: | 


1 
12? =—1 или и. 


38 — —%, 
| = № р 
‚отеюда следует: я : 
3 и--т ут, 
.4и--1 ° 
| О $, 
41-7 4 
3 
5-8 — А 
.47--4 | 
т ны Ср 1. “ 


Талее, имеем: у— ев. ИУ =-—а: р (так как ® = — 1) 
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Числа, состоящие из соединения действительного и мнимого коли- 
честв, например а -- 5.9, называют комплексными числами. 

Для вычислений с комплексными числами имеют место следующие 
еоотношения. . | 


эсли @-РЬ.1 =с-Р а. 1, то имеем: @а==с ир=а, ^. 
> а--0:3 = 0, ы. ” а =0 и о —0, 


: - 
 @-ь. пера =енР-ь, „ е=а-ен [= 4 
Долее, имеем: (а- 5.2) . (а— 6.5) == 02 -|- 5? (действительное число). 
Мнимые и комплексные числа, фактиче- 
ская валхность которых была понята сравни- 
. | тельно позлно (Гаусс, 1880), прежде всего еде» 
лали возможным развитие современного ана- 
Р(а+в-1] лиза, и до сих пор в теоретических техниче- 
Е ских вычислениях имеют гораздо большее 
значение, чем действительные числв. Эллинти- 
ческие функцаы получили свое большое зна- 
чение только благодаря тому обстоятельству, 
Ось действительных что, в противоположность . тригонометриче- 
Ш ил ским функциям, имеющим лишь один период, 
они ‚явизиеь функциями уже с двумя пе- 
риодами, отношение . которых есть всегда 
комплексная величина. Переход к мнимым 
числам, в коние концов, был тем же, чем 
В свое время был переход от рациональных 
‚ чисея к иррациональным или от целых чи- 
Черт. 3. сел к дробям. Геометрически—разница между 


Ось ммимех чисел 


= { 
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действительными и комплексными числами состоит только в том, что действительные 
числа изображаются точками прямой линии, а комплексные — точками всей плоскости. 

Так как 12 — —1, 10 { есть среднее геометрическое между -|-Тн — 1. Отсюда 
следует, что, при графическом изображении, ось мнимых чие. л должна являться пернен- 
дикуляром, восставленным из точки О к оси действительных чисел. Если действительную 
часть @ откладывать па ленствительной оси, а коэфициент 6, стоящий при мвамой 
ехипице, — на мнимой, т0 комплексные чпела будут изображаться точками на плоскости. 
П ри 5 — 0 мы получим просто прямую лянию, являющуюся геометрическим местом всех 
денствительных чиеел. 

Если точкн плоскости, представляющие собой комплексные числа, определяются не 
прямоугольными, а полярными координатами, то будем иметь: @ ==Г с08 Ф иг. 5 $: 
следовательно: 

ар + Е— г. (с08 $ --#. а ©); 


ото есть тригонометрическая или так называемая канониче кая форма комилеконого 

числа. | р 
Обратный цереход дается соогножшениями: | у 
ден р 

х— ИР и вФ=—. 


ь 
ьз 


Лалее, имеем: 


[^ (05 ф-Е#. 51 ФУ" =.” 1с05 (по) = 5% 318 (9%5)] (теорема Моавра): 


при возведевни в стенень комплексного. числа г (03 ф--ё зт $) — его модуль # воз- 
водится в эту же стезень, а аргумент с умножается на показалеля степени. 

та, хеорема справедлива не только для се лого положительного или отрицательного п, 
во и для дробвых показателей: 
В 


ео тета 


[® (с03ф Е за $)] и? [ соя = (ф -- 2) яп г (< -|- м 


) 


г 


гле № можех припимать все целые значения от 0 де 9—1. 
Во многих тохпических изысханиях прим енение комплексных чисел для вычислении 


лейетвительных значений величин (так называемый символический метод} превосходит 
по простоте лругие методы. В особенности там, где графический метод, нреимуществом 
Которого является быстрая обозримость всех стносящихся к дем) явлений и четкость 


и их нопиманции, оказывается вепрягодным при тех числовых вычислениях, где приходитея. 
ирицимать в расчег измеряехые велизивы крайней малостн, например” незначительные 
смешения фаз в цепи переменного тока,-—-там применекие комплексных чисел дает зпачи- 
тельные преимущества. Цри этом символическом методе слелует, например, сложение фаз, 
слешенных сипусоидальных волн а, -- 6, $ и а |-5.-.$ выражать через алаебраическое 
сложение их комплексных выражении а, | аг--:. (В, |- ,), т. е. через алгебраическое 
сложение прямоугольных компонентов их векторов. Умнох нию комплексного выражения 
енот полны а-- Р.ф на 1 -— соответетвует сыещение фазы (вращение вектора) 

‚ / периода; умножению на — 1, — сдвиг па \/. периода и т. д. Симво. ‘ический метод 
ле в себе наглядность графического метода, и точность метода вычисления. Преи- 
мущества этого метода настолько велики, что, несмотря на употребление малематических 
опораныя, прежде необычных, он получает все более и более широкое ‚ распространение. 


= 


Е. Увавнения. - ^ 


Математическое выражение, показывающее, что двз величины, на- 
пример а и 6, раввы между собой, а. равенством. 

Такое равенство, как, например, (а--6).: (а — 6) = а — 0%, обе 
части которого остаются всегла равными друг другу, независимо от 
того, какие значения принимают входящие в него величины а и 6, на- 
зывается тождеством. 

Такое же р. как, например, 8 -|-х = 15, обе части которого 
равзы между собой лишь при одном определенном значении т, назы- 
вается сравнением относительно 2. Вели это значение х, в данном 
случае 2 ==-|-7, най; дено, то говорят, что уравнение „решено“ относи- 
тельно „неизвестного 2“. 
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в} Шнимые и комплексные числа. _ 

о Совокупности действительных чисел противополагаются так назн- 
ваемые мнимые числа, т. е. такие числа, которые не могут быть пред. 
ставдены ни в виде положительных, ни в виде отрицательных действи- 
тельвых чисел, например У — а?. а 

Каждое мнимое число можно изобразить как произведение действи- 
тельного числа на мнимую единицу: #= У — 1. | 

Например, И — 9 = 8.4. | 

Лля вычислений с мнимыми числами имеют силу следующие соотно- 
шения: | 


1 
12? =—1 или и. 


38 — —%, 
| = № р 
‚отеюда следует: я : 
3 и--т ут, 
.4и--1 ° 
| О $, 
41-7 4 
3 
5-8 — А 
.47--4 | 
т ны Ср 1. “ 


Талее, имеем: у— ев. ИУ =-—а: р (так как ® = — 1) 


со 92 6 

Числа, состоящие из соединения действительного и мнимого коли- 
честв, например а -- 5.9, называют комплексными числами. 

Лля вычислений с комплексными числами имеют место следующие 
соотношения: . | 


эсли @-РЬ.1 =с-Га-%, то имеем: @а==с ир=а, ^. 
> а--0:3 = 0, ы. ” а =0 и о —0, 


: - 
 @-ь. пера =енР-ь, „ е=а-ен [= 4 
Долее, имеем: (а- 5.2) . (а— 6.5) == 02-5? (действительное число). 
Мнимые и комплексные числа, фактиче- 
ская валхность которых была понята сравни- 
. | тельно позлно (Гаусс, 1880), прежде всего еде» 
лали возможным развитие современного ана- 
Р(а+в-1] лиза, и до сих пор в теоретических техниче- 
Е ских вычислениях имеют гораздо большее 
значение, чем действительные числв. Эллинти- 
ческие функцаы получили свое большое зна- 
чение только блатодаря тому обстоятельству, 
Ось действительных что, в противоположность . тригонометриче- 
Ш мел ским функциям, имеющим лишь один период, 
они -явизиеь функциями уже с двумя пе- 
риодами, отношение . которых есть всегда 
комплексная величина. Переход к мнимым 
числам, в коние концов, был тем же, чем 
В свое время был переход от рациональных 
‚ чисея к иррациональным или от целых чи- 
Черт. 3. сел к дробям. Геометрическн—разница между 


Ось ммимех чисел 


= { 
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такое умножение часто ведет к упрощению вычисления. Следующие при- 
меры поясняют сказанное: 
5 зи 3 АА АНИ и 
Е БОЕ гмножаем на 2: (#3 
р 6" УоЖВек во >05) 
10-3 =2--3—7 — О | 


| 2: = 11. 
2. 3—2  50— — 
| о оО ВЫ Е НО 
| 2 А. о е | | 
| | или, умножая все уравнение на 8: 
3 А О 8% —4-! 67—44 55 —4А == 
ее 5 ы. | 
а =8—1ж-6 
р, Е ; 
в. | м 
3 И | °_ 3 8-6-+3.4 
3 кы а ры АДА 26% = 28, 
4 4’ ] 
Ма | П-ОВ 


у 3. Если 2 содержится в выражении, представляющем собою осно- 
° вание степени, то эту. степень` надо изолировать и затем произвести 
—  ИЗвлочоние корня соответствующей степени: | 


4 


ИЕ О 
| | (#— 5} ' 38 
и, от р 
&—5)8 32 | #—5=У64=4 
(2—5) = 64 д =—=4--5 =9. 


4. сли х стоит в подкоренном количестве какого-нибудь кория, то 
нужио изолировать этот корень и затем возвости псе уравненые в сте- 
®—  Шонь показателя корня: 


к 
У®— 5-6 =10 
18—55 =4 72 = 21 у : 
1—5 = 16 ею. | 
| 5. Вели 2 стоит в показатеде стелеки, 10 нужно из онироваль степень 
— и затем прологарифмировать все уравнение: 
Е, 
4 
(5). 63 =1ю27 
| | тои 1.4814 
Я 
® == — ©, 


$ 


Уравнение, в. котором л встречается не только в покавателе како8- 
у ииб ›удь степени и притом не только в одном члене, а ив других членах 


А #3 в 
и 3 Справочник по малеметвко. } 65 


\ 


— 


или в том же, во и в основании слепени, ках, например, (3-- 2)” = 20; 


ж-- 82 = 10; 42-5 =Т ит. д,— ость уравнение уже трансцендентное. 


О решении тренспендентных уравнений ем. на стр. 45. 


в) Уравнения первой. стевени со миогими неизвестными. 


Если уравнение содержит несколько неизвестных, то оно имеет 
бесконечно много решений: рифы 


82 .-- 241 =: 5 2 — 0, о пы 1, о =— 22 соф А 
я. ( 1 
з = 9 Ча = 1, | = 5.., 


а - 


Если мы имеем п уравнении с в чеизвестными, то каждое из них, 
будучи взято отдельно, имеет, разумеется, бесконечно большое число 
решений, но, вообще, только сдиа система решений удовлетворяет одно- 
временно всем уравнениям вместе. я неизвестных определяются един- 
ственным образом п уравнениями в том случае, если оти уравнения 
независимы друг от друга, т. е. если ни одно ив них не получено путем 
упомянутых выше иреобразований из другого. 


а 14 Е 
Зу-- 42 =1--5 = у = @ 
дут 6= 27—20. | 2=4. 


п уравнений с ‘® неизвестными режаттся тёким образом, что из, 
них, путем преобразований и комбинаций подходящих уравнений, по-. 
лучают и -—1 уравнений с я — 1 неизвестными. Мовторяя этот прием, 
получают я — 2 уравнений ся—а некзвестными, затем п — 3 урав-. 
неннй с л-——3 неизвестными и т. д., и, наконеп, одво уравнение с одним 
нонзвествым. После определения этого неизвестного, его значение под- 
ставляется в одно из двух уравнений с двумя неизвестными и, таким 
образом, получают значение второго неизвестного. Дальнейшей подста- 
ковкой получают значения всего ряха ® неизвестных. Более красивое 
прямее, решение получается с помощью применения детерминантов. 

Для сведбния и уравнений с и нензвестными к й— 1 уравнениям 
с я неизвестными применяются следующие мотоды. | 


1. Слособ сложевия. 


> 


Искяючение одного из неизвестных достигается путем сложения или 
вычитания уравнений после соответствующих преобразований их (эти 
преобразования имеют целью сделать коэфициенты при неизвестных, 
подлежащих ноключению, одинаковыми): 


| 2-29 — 0,12 =21|.3 30 4 би — 2,12 = 63 
.‹ 3%--0,2у—2==24 а 32 -- 0,2у —2 = 24. 
10,0% -- Чу — 22=21 _ |1 Бу — 112 =39 


0,95 —- 0,06у —- 0,32 == Ч,а 
0,92 --9у— 22 =27  _ 

6,94и — 1,12 == 19,8 
66 


у № 


у, 


т} 558 — 1 ==59 |. , 93,09 — 1,1. 112 = 6005 
`| 6,94у — 1,12 == 19,8 | - 16,349 — 11 - 112 = 211,8 


И Е. а 
Ве 
58120 — 1,12 —=39- ° 2-2.20—01-10=21 
а 87 2 = 30 


& = 70 


а 


9. Способ сравнения неизвестных. 


ИВ одного из неизвестных достигается тем, что некоторое 
удобное для цели кратное или даже многие кратные выбранного неизвест- 
ного в каждом отдельном уравнении выражаются через прочие иеиз- 
вестные и полученные таким. ово О Сы друг 


другу: 
72 = 10% № 20у — 210 


ВЕ 
1 За —|- Оу 2 — 24 Е О ог = воду — 48 
0.92 --. Ту — 2 ==21. 22 == 0,9 -- Чу — 21 
или 
и [пог о 20 — 210 = 21 -- 154у— 168 
"] 62--0,4у — 48 =0,9%-- Чу — 21 
1] 
112 — 18,69 -+ 42=0 Ее 
О Ио 512 — 21 
| р О С 
/ р =. 
ту 110 - 42 и 5,15 21 
18,6 | 6,6 
1215 -- 462 = 158,15 — 651 
37.15 =.1143 11 - 30-149 
7 п 30 И 6 == 20 


РЕЖ: 30+ 0,2 . 20 — 24 = 170. 


3. Слособ подстановки. 


Неизвестное исключается путем выражения этого неизвестного 


в одном из уравнений через другие неизвестные и подстановки полу- 
ченного выражения в другие уравнения: 


х-- 249 — 0,12 =21 


3. (21—2и-- 0.12) 2 0,2 —- а 
0,9% —- 11 — 9 — 27 


0,9. лу у —22=21 
5,8у — 1,12 = 39 


5,8у — 1,12 — 39. Вы 

П, | | 11 

| 5,2 — 1,372 == 8,1 т | 
3% У И _ 67 


х = 21— Ри -- 0,12 И" 


5,29 — 1,312 = 8,1 | 


# 


И Ее 


5.12% — 1,9469 + 53,48 =, ЭТ 
2,2264 = 44,52. 


Ш 5,29 — 1,31. 


ВОИН 
т ОЕ 


® — 21— 2.20--0,7 - 40 = 36. 


ла 
азс 5 


Какой из этих енособов проще всего приводит к цели — зависит от. 
числовых величин, входящих в уравнение; часто также при решении 
одной, и той же системы удобно применять последовательно то один, то 
другой из этих способов. Нередко облегчает решение употребление неко- 
торых частных преобразований, для указания которых нет общих правил, 
но которые диктуются самой обстановкой, и затем введение новых не- 


известных. 
Чримеюы (ТГ) 
4 5. | 1 
С и == — получим: 1. 4и— 3% =1 
0? 4) 2 
2. 3 $ - 
2. + ==4 полагая $ © = —- г. 2. 24-3 =4 
м 2 1 у 
/ 
5 1 1 
5. — =— — 0 #0 — — $9 э. 50 —® == 0 
9 2 2 | м. 


Из ур ‚авнений (1) и (3) имеем: 


И 4 = 1-ю =? В = АЕ 
ой 4% — 60 —= 8 ПАН и: 1 
о Ти АС 1 В 
10 == ИА у = ЕЕ 
(2) 1. 2--у=37 . 2= 42—81 =5 
2. у--2=22 #и=424— 22—20 


5» 
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получим Ви — 39 =1|.1 
4% —- 99 =4|-2 м 
21-1 и] 
АО а 
3 == И 

ука 
ь- & — 3 = 16 и 

| | $ ° — 19 9 — 


Если исключение неизвестных приводит данные уравнения к тожде- 
ствам, то из этого следует, что уравнения, в которых было пооизведено 
исключение, зависят друг‚от друга (ем. стр. 66}. | 

Исключение неизвестных путем. вычислений во многих случаях бывает столь нуд- 
ным, что лучше совсем оставить этот прием; в этом случае скорее поиводит к цели траз 
фический способ ван-ден-Берга }). Ах 

Чтобы из двух данных уразцений 

а Ва су - @2 =0 
аз -Г Базе -- 655 -- 4.8 —=0 
1 
дсключить одно из неизвестных, например 2, т.е. чтобы образовать новое уравнение вид 
| ‘а -- В& и =0, 
надо отыскать такой множитель А, чтобы исчез коэфициент нэи 3. 

Согласно этому--будем иметь: | 
а: —- Вх -- с: -- 012 => 0, 4. 

(Е ^а,) -- ($, -- ^6:) ®- (с1 тв Ас) у | (@ -- 43) 2=0. 


При а, -- №9. —0 получим: Х = — ба . | 


г 


у =Е-НА. С.. 


Это вычисление можно произвести тграфичееки следующим 6бразом: проведем на 
произволеном расстоянии друг от доуга двэ падаллельные прямые Ги 411/; па каждой из 
Э®их прямых от произвольных точек (0, и соответ“ | 
отвелно 0.) откладываем одно за другим расстся- дви Й 
нил, равные с, ВБ., с., 4, и, соответственно, а., В, В В 
б,, 4 (Черт. 4), и затем полученные таким образом 


точки соединяем прямыми 0,0;; 4.4.; 0,04; 0.Л:. р 
По построению— имеем: | 
0:4; = в: 054. == аа = р 
, 4:8, =6, 4.8. — ба 
8.6 — й] 5.0, Эр: бо 
(7, рее @ - 0.2. те О | Черт. Я. 
а 


Чтобы исключить 3, т. е. сделать № == -- а. (см. призеденное выше вычисление), 


2 
нужно через точку пересечения С прямых 010. и Р.Г. прозестя прямую, параллельную 
прямым Ги 70 прямые 0,0., АА. и В,В. будут пересекать ев з точках О, Ди В. Тогиа. 
ОА — ов, АВ —В, ВО —ти ОР —6—0, и искомое уравнение а -|- Вх --1у —=0 пайдено. 
Правильность этого заключения выясняется из равенства отношений отрезков: 
0) 0:6 _ В.В _ АА __ 0,0 


Ярибалюноневаныйй Пелем 


рр бо ВЕ ад 00. 


| _1) Вегтатя, МайпетаийзсВе Мёбегооезте одет 1905; О. Ред, буарзевез ВесВиеп 
_ 88 Мабог паб Сейвбезуе. Мх 108, Ге1р22е 1920. В. б. Тепфлет. 
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Отсюда. % 
А. 


ПАТИ СЕНО 
Есди через точку С провести прямую, параллельную 5,Б., то, из подобия образую- 
щихся при этом новых тоеутольвиков, будем иметь: 
| АОИ 1 
а во ‚> В.С. т ыы ба 
ила | 
в: | Ав. = а-»). 


В -Н АВ. = В 1 -НА), 
а: -|-- Лаз == “ (1-2: )). 
Уразнение 


(с. я Ха) -- ($: - 26,)  &-|- (6, -|- Аз) - у-| (а, -- №4.) = $ 
преобразуется к виду | 


«(а -- А) Ва» -=1 та у--0=0, 


« -- Ва -- 19 =0. | 
Нели бы мы хотели вместо 2 нсЕлючить неизвестное 9, то Еля А мы имели бы зна- 
се, `В, С: | 
с. = В. т. е. прямая, парзллельная пряиым Гн ГЛ, холжна была бы быть 
проведена через точку перосечения прямых 5.5. н С.С.. На этой параллельной мы 
‘имели бы соответственно Од —«, АВ--В, ВС —=1=:0, СР — ни, тажам образом, кз двух 
уравизний с тремя нензвествыма =, у, з получили бы одно уравнение с двумя немзвест- 


НЫМИ & Е 8: -а-Р Ва -- 58 == 0. 


Если мы имеем трв урапнення 1, П и По тремя неззвестнымн хх, 9, 2, то из первых 
двух уравнений можно исключить & ин 0бразоваль уразноние [У с двумя неонзвестными 
$ н У; таким же образом, из уравнений Гы | можно исключить то же неизвестное 2 
и получить уравнение У с неизвестными < и у, т. е. с теми же неизвестными, что и урав- 
нение ТУ. Далее, из уравнений 1У и У можно исключить х илн 9, т. е. образовать УраЕ- 
нение У] только с одним нензвестным. | 

° Уравнения ТУ и У, как промежуточные, излишне прочитывать на, конетрукции. 
Соверщенно так же поступают для случая я уравнений с я неизвестными. 
На черт. 5, при прежних обозначениях, 


_ Соответственно имеем: 


или * 


_ченяе — А = 


к д г /- лано графическое решение следующего чи- 
——= И к ИМИ вховохо примера: 
1. 5,1 — 3,25 -- 4,7у — 2,52 —0 
П. 8,5 = — 7,25 2,12 —0 
ПЕ 8,5 -- 21 -- 1 — 115 = 6. 
0. На прямой 1 ниееи: 
ОА —=--5.1 на 17 О.А, = 8,5 
0 АВ =— 3,2 ›,  4В =-1Ю 
72 80, - НАЛ ПИ 
п. С, —, — 2,5, С:Р. — -|- 2,1 
6 | и на ШЁ 0.4. =- 3,5 я 
> ееитивяивь дс: № АВ; —= -- 2,1 
90 1. 214. №5, Ве 14 
- СВ, —= — 11. 
Зеро ба Уравнения Ти П исключением & ‘сведены 


х уравнзнлю ТУ и, таким же образом, ура- 
УХ знепия [и Ш к уравнению У. ` 
Взодя ва прямых 1Ги 7 обозначения: | 


ОА — и; АаВь -= Вы; В.О. 1; 
ОБА == ов; АБВ; — ВБ; В5Ов = Те 
мы видим, что параллель ГУ дает уравнение 
° а -- Вх -|- 1497 =0 


#, зиалогично, параллель Т дает уравненио 
с ь | , 
5 -- ВБ -- 159 = 0. 


‚$0 


и" 


Было бы нецелесообразно исключать теперь у из уравнений [Уи У, так кан благо. 
харя малой разности между В.0. и В;0., точка пересечения прямых БВ и 04.С; лежит 
очель далеко, даже в том случае, если до соединения прямых ГУн Ув 11, мы под- 
рергаем их произвольному парелхельрому смещению, что, очевидно, допустимо. 

Поэтому лучше употребить пряные А; и В.Б», так как они в нашем случаз перест- 
_изотся в Аз, следовательно, А‹Вь. равное Вх равно нулю, и тем самым х исключено. 
Полагая  соответствекным образом, ОА = а, и А.С, (Ас == В) =] мы получим 
6 -|- 5 У =0. Из чертежа мы получаем я; — 6,4, 14 = — 1,7, поэтому 

6,4 —1, 7.94 ==0 или у — 8.0: 


маны] 
Ее 


вначение 2 нахолны из уравнения ГУ или У: и 0,4. 
виа НЫ 


значение 3 опрелеляем из уравнения Г ИП вли НЫ 3=8,7. 
ВЕСЕ 


с} Уравнения второй степени с одним неизвестным. 


Каждое квадратное уравезние с однам кеизвестным можно привести 
к виду а 
д. 2 -- В. 2-—-С=0 


ИЛИ 
я т 
А ИЕ 


последнее уравнение записывается обыкновенно в более простом виде 
я -а.я 0 =0. 
Ретая это уравнение, нохучаем: 


а т Г С а ео 
в: = у Ня в” И | 
а, т Е. И АЕ 
Я во —6 | ж--2 = -а (1. 6. коэфяциенту при 
А. ° ‘6 обратным знаком). 


2 та==8 (т. е. свободному члену). 


.. | [а \2 
Уравнение имеет 2 действительных корня, если ори 6 >0 
| И) а Ра С \ © 
›:: $ 2 равных ЯЗЕСТЬ. - Корня 9 ы } пекоь р м! 
. ры 
\ | а Я : 
в ‚› @ мнимых корня. а < 0. 


’ Так как д. - м, =06, то отеюда заключаем, что корни будут одного 
знака, если 6 положительно, и разных знаков, если © отрицательно, 
‚ Шримеры. ых | 


0—5 —1= 27 — 1054250 == 2-62-10 =0 

3 С 9 о Ее 
ОИ а в = 5 И 95 — 25 = — —- 3-4 УЭ-- 10 
а ж, —-- 6 в: == — 3: 


и 
== я 65. г: = —3—& 


А 


_ Воли т; и 2. корни квадратного уравнения 2.--а.м--6-=0, то. 
последнее может быть написано в виде (д — 21): (#—2.)=0: 
% =; удовлетворяет уравне- 
м нию, так как (5—2). (5. — 2) =0. (1—2) =0: 
% —= т. удовлетворяет уравне- 
нию, так как (0, —2,). (м, — 2.) = (я, —м.).0=0. 


д 


Ири пер. 41 — 2 — 20— (21-4). (&—5)=0; я = —4и 1. =--5. 


‚Так как (1 —2:)- (в — 2.) =? — (=. -- 2.) 2-м, - хо, то отеюда 
следует, что корни 2; и =. уравнения должны удовлетворять соотноше- 
'НИЯМ: 41 -|-%, = —а и 4, -2. =06; этот результал можно получить также 
непосредственно, ‘складывая и умножзя полученные выше формулы для 
Не И НУР 

Ноли д, есть корень квадратного уравнения 21° —ож--6 =0, то 
лелением на х——2, уравнение приводится к линейному, решение кото- 
рого дает второй корень. 


Х 


2х —3=0 | ж 1 г — (а) == 


=. -- 3 =0 “ —@ * 9%. -— 1== 
= 2 
2. —1 т —@ . , 
1 
о — 9 Фа — и @ 
| - 


Нели 2 есть множитель уравнения, то 2. = есть его корень. 
Другой корень (==0) получается делением уравнения на &;: 


р 


Квадратное уравнение можно привеети к нормальному виду 
ь | & 


бл Норт =0 
весьма миогими разлачными способами, общих правил для которых дать 
нельзя. Рекомендуется вообще пользоваться следующими приемами: 

1. Если неизвестное х стоит в скобках, то эти скобки нало 
раекрыть: т | 
(#—6) - (#—5)--#—7)-@-—49=10, 


2. Нели неизвестное ж соит в знаменателе, то уравнение надо 
освободить от дробей, умножив его на этого знаменателя: °' 
5% —1 14 | 
Рае 
9 2& —3 
12 


102 — 142 —155--21-1- 126 = 18272 — 182 — Ча 21, 
822 — 162 — 120=0, — = У 1-15 =1-44, 
2” — 20 — 15 =0, ЖФ} =5, 2 = — 8. 
3. Иоли неизвестное 2 стоит в выражений, являющемея основанием 
степеня, то надо произвести фактическое возведение в степень этого 
выражения или ввести новое переменное: 


(8® —5) — 84в - 47 = или 3 — 5 ==4, 

922’ — 30 + и 9 =0,. у? — Ви --7=0, 

2? — б--8 = 0, | у =4-+ 16 —1=4-3, 
и И и-Ь 

#4 ==4, Ха ==2, _ № =4, 9. = 


4. Вели неизвестное х стоит под знаком о корня, то корень 


Э надо изолировать и возвести. уравнение в квадрат. Нели авнение 
р 


содержит несколько корней в виде слагаемых, то приходится возводить 
его в квадрат несколько раз: 


--1-- Уз = 4, и аа 
Уз-- в = 3—1, ' р 

о И бе 1, У 1-е Х 13 —а=56, 
92° — 15—22 =0, 


. И й 18-2 13— 2-22. у = 36 
ям жи 9” = се = 0: В, | 2 
Ху ЕЕ. 36 И | 
8 -И в: › 169 — 28 == 95, 
ар И 14 
| Е = т т, 
@ == 1, 2. = — о. г. и, Пе 


5. Нели неизвестное 2 есть зокаватель степени, то эту степень нало- 

изолировать и прологариомировать уравнение. сли в уравнении встре- 

чаютел несколько степеней, то соответствующие преобразования приводят 
к цели лишь в том случае, если уравнение не оон 


бе | 61-2 18° | в В: 
для 67 =ч9 а иметь: по 6” —э; 
6. у —= 13, ‚6 =№3 — №2, 
Е 3\-— №2 у 
12 #4 = м ОХ ==: 0,2263, 
а | а |. 
13 ео Я ие 
ры Е Е Й 
УЕ у 122 19—18 | 
| | | гу , 
2 
уз == 6% == 5? 
и. Те 6 — 22 —10'3, 
хо == -— 0,2268. 


* | # 
6) Гратическое решение квадратных уравнений с одним неизвестным. 
]. и кривой у = 1 (2) (вр. стр. 49). 
259 28 -- ая -- 0 =09. 


не [ (2) =2 -- аз--6 изображает нараболу. 
'Гочкя вере осочения параболы с осью А дают вначения хм, для кото-. 
рых /==0, т. е. определяют с0б0ю рн уравнения #7” -- ав -{-6 = 0. 
Уравнение моет: 
_ 2 действительных корня, если нарабола пересекает ось Х два раза, 
2 равных о корня, если парабола касается оси Х, 
2 мнимых корня, если пара ‚боль не пересекает ось. Х. 


Примеры. 


1. 2 — 65-7 ==0 (черт. 6). А ог? 4.8 5.76. 


о о В 
Цля вершины параболы (2,) орлината у | ь 
получает минимумы, т.е. 5, — 5; у =2, Для 
2, 3 -- ен 247 =  — е мы получаем оди- 
наковые значеняя У; — с — 2х злачит, пря- 
мая, х == 3 есть ось параболы. 
Точки пересечения натаболы с осью Х 
имеют абсциссы, разные 44 и 1,6. 910 и 
будут корын уравнения. 


я | ` | 
ухе 6х+7 | \ , | Но 


— 
а В ПЕНА 
й 
2 в 1ь вре. |- 2,4 |--1,4 |--3,4 |--0,4 |-—4,4 |-10,6 | 5,41 
|| |2 В О. | 
| Г 2.102 | 485 -|- 57,6 = 0 (черт. 7). 


5" -|- 4,8% -- 5,15 == 0, 
у 22 47 -|- 4,85 -- 5,76 = (2-2, 4), ›* 
Вершина Р, лежит на оси Д, Не абециосой является 2; — — 2,4, Прямая г —= — 2,4 
есть ось параболы. © | 


Паробола, соприкаслется с осью Х в очко 5, -— — 2,4. Уравнение имеет два одниа- 
ковых корня, каждый из которых зазен -—- 24, 
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3: 22 — 41-51 =0 (черт. 8). 
БИЗЕ ИЕКСАТТВЯНСТ АСОИ Г КВЕСТА 
у? -- 4% 1 == (® = 2) 43, 


Вершина Л, имеет координаты == и 
у; 9. Нрямая х-- а есть ось порабохы. 

Нарабола лежит выше оси АХ, Уравнение 
нэ имеет действительных корней. 

Эти .тры примера показывают, что Бак 
только установлены ось и вершина параболы, 
может быть решено, чыеет ли уравненне %*-|- 
Нах = О двое действительных, два равных 
действятельных или 2 мнЕМых корня. Тот или 
ивон результат зависит от знака даскриминента 


`(- ) — В (см. стр. 71), А. и 
Ру Р: | В» Ра! Ра Ру р 
бт Г | || | 
Я 6 о 2 1 Э о 4 | 
р О - 


=> 


ЦП. Разбиение уравнения кочвой { (2) на 8 слозаеные. 


Г: (2) — Г. (2) (ср: стр. 50), 1, (2) ==, 7 (2) = 2 —%. 

сли требуется решить большое количество квадратных уравненвй, 
то проще определить точки пересечения прамой у = — а. х--0 с пара- 
болой у == 27. Для координат этих точек пересечения имеем: 


Ув = = = аа, — 5. 


чар ть ме 
В, == == 


ро 


м 


Абецписсы 2х, этих точек пересечения, следовательно, будут корнями 


ый — а > 
- ить — о жж 


уравнения 2“ =: — 2-6, ини а -Р ах 5-0. В этом случае нужно 
начертить для решения всех ура- 

внений только одну параболу у == 27° 9 

й для каждого частного уравнения. НО р 1 


еще прям у == -—- ах — 6. Воли. 
величины корней в отдельных у08- 
внениях сильно отличаются друг от | у 
друга, то тогда применяются Ах | , 
ные масштабы. 


= 


“м 
/ а 
.9 
“* 
: "< 


Примеры (черт. 9). 
1.57 — 1545 — 0,72 =0 


—_ | 


% 
ей Е фе 0,4; Я —4 + 1.3 я ;° рт 
22 0,2% — 1,95 =0 > 
«= -Р 18; = - 3,5. Черт. 9. 


ПЬ Номотафическое решение. 


Сотласно вышеизложенному способу, для решения квадратного урав- 
нения надо всегда определять прямую у == — а —6. С. помощью номо- 
граммы (черт. 100), приложив лянойку, по данным коэфициентам а и 6 
можно непосредственно прочитать значения, корней. Построение номо- 

Ч. 


` : г ис 4 


граммы производится следующим образом *). На расстоянии, равном 25, 
проводятся две параллельные прямые Г и 7/1 (черт. 10а). Каждая прямая. 
на илоскости чертежа вполне определяется отрезками @ иб, отсекаемыми 
ею на’этих паралхельных прямых. Каждому линейному уравнению отно- 
сительно переменных отрезков а ни 0, т. е. каждому уравненню Вида 


) 
| А ‚а г Б.6 --с 
соответствует семейство прямых, которые все пересекаются в. точке Р, 
координаты которой и и 9 легко определить следующим образом. Согласно 
чертежу имеем: 
б—У с—ч 


%— а и Ь, 


или а. (с — и) --6. (с--и) — 2еъ=0. 


<> 
} 
} 
# 
| 
| 
й 
р 
} 
( 
в 
} 
| 
} 
{ 
| 
й 
} 
| 
[= 


: 
- 


Черт. Та. . | Через, 10. 


Это уравнение является условием того, что прямая, определяеная 
отрезками а и 6, проходит через точку Р с координатами и и %. 


Оба уравнения 
| А .а-- В. 61 0=0 
(ем: а (ей .-6 —20-=0 ин 


удовлетворяются одними и теми же величинами Чи 6; отоюда мы , 
заключаем о пропорциональности их коэфициентов: . 


А: В:0 == (св — и) :(е- и): (- 265), 


что дает. И вЫ Е АИ Е 
ЕВ АТВ 


_ Веретбасв. ПеНзевНУ г апреуаюсйе Майъетайк ива Месваю. 1921, 5. 64. 
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После этих рассуждений квадратное уравнение 
2 ав- В =0 ^ 
может быть представлено посредством прямой, отсекающей на осях 


отрезки а и 60, причем А =х, В =Т и С == 27°. Если уравнение имеет 
корень т, то прямая должна проходить через точку Р .с координатами | 


р а 2—1 И. 20 
1% =—П С ыы др $; 3  дарямик ть м 4 
о 20 Е 1 


Таким образом всем’ (квадратным) уравнениям 22 -- ах 4 6=0 
с фиксированным корнем 2 и переменными козфициентами а и 9 соот-. 
ветствуют прямые, ‘отсекающие на осях переменные отрезка аяри 
проходящие через эту неподвижную точку Г. 

На номограмме (черт. 10) вычерчено геометрическое место точек Р, 
имеющих координаты | 
ее . Ул 


Ч 
т ба ТЫ вт 
т. е. та кривзя, которую описывает точка Р при изменяющемся 2 вычер- 
чена эта кривая по конечному числу точек, для которых значения пере- 
менной 2 отмечены на номограмме. Оси же и и % вообще обычно не 
чертят. Для того чтобы решить квадратное уравнение 2°-Г ао =0 
надо, следовательно, найти точку Р, лежащую на прямой, отсекающей 
на осях отрезки а и 6. | о 
Числовой пример. х — 2% -- 0,5 =0. — 
Прямая, отсекающая на осях отрезки < = — 2 и — -- 0,5, пересекает номограмму 
в точках. 2, —0,3 их, = 1,7. АГА | 


Чтобы найти отридательные\корни, нужно в уравнение 
2 - а -- о —= 
вместо 2 подставить — ® и найти для полученного таким образом урав- 
нения 2“ — 4х -- 6 == 0 положительные корни. 


Числовой пример. х? -Р 3,5% — 7,5 = 0. | 
Прямая, отсекающая на осях отрезки а — 3,5 и 6 — —7,5, пересекает номо- 


грамму только в одной точке 2; = 1,5. Второй корень отрицалелен. Оп опредехяется 
поресечением с прямоя, определяемой’ отрезками а — 3,5 и д — —7,5, в 10чке х— 65. 
Следовательно, х. — — 65. | 


Нели прямая не имеет точек пересечения с кривой, то это означает, 
что корни давного уравнения мнимы. 
Числовой пример. 2% -5-- 0.* 


Прямая, отсекающая на осях отрезки а—=Т и р-=- 5, не пересекает ‚номограмму. 
Следовательно, корни этого уравнения мнимы н должны быть определены вычзислением. 


ТУ. Решение при помоши счетной линейки 1). 
Каждое квадратное уразнение вида д? -- ах --Б ==0 можно празести к виду: 


о 
хо =. 


ДНЕ И д потом отит димы 


1) МеиепаоттУ. Тевтрисй Чсг МаМешак. $. 49. Вега 1919, эритеег. 
| | 17 


Если двиЖоЕ счетиой хиненки вынуть, повернузь обратным хонцом в вставить 
обратно, то, расематривая деления соседних шкал—прежней 2 н повернутой С—мы не- 
медленно замечаем, что под каждым числом д шкалы © на шкале Л будет стоять значе- 


10 10 
ние —, так как 19-1 Е — {© 10. Если выдвинуть движок 6 до числа 6 так, чтобы 
число Р шкалы С стояло нод числом 10 шкалы ДП, то окажется, что под каждым числом х 
5 
шкалы О на шкале Ю стоит значение —. Яеля при этом способе употребления счетноин 


линейки искать на шкалах Си Л два друг под другом стоящих таких числа, сумма. кото- 
рых равнялась бы а, то окажется, что наиденное на шкале С число д и будет корнем 


уравнения х -|- = а или, что то же самое, уравнения 2 -- ат-|- р = 0. 
Числовой пример. | я | 
= А3х — 27,3 —0 (чер. 1). 
\ 217,3 
ав 
5 . 
25 3503. 
Обзор ге 2 | 
—— нии ГА 
| 8 3146578900. 
5 95 25 
$4 Черт. 11. 
С 


Если вытянуть перевернутый движок (0) до деления 278, то числу х = 3,5 будет 


: 2о, 3 | 
соответетвовать значение — 7,3, в числу х — 7,8 — зваченче Е — 3,5. 
Имеем; 3,5 — 9,8 —=-— 4,3, следовательно, х; == — 3,5, и — 7,8 — (— 8,5) =—- 4,3, 
следовательно, 2. = — 7,8. 
11,5 


Соответственно получаем для уравнения 22 — 7х | 11,5 0 или © -- и зна- 


г 


чения: 2, = 4,36 и х. == 2,64. 3 | ик. 


4) Уравнения второй степени со многими неизвестными. 


Выше (ст. 65} мы указали, что система я линецных уразнений 
с п неизвестными решается методом постепенного исключении неизвест- 
‘ных, одного за другии, таким образом, что все приводится к решению 
однозо уравнения с одним неизвестным. В общем, этот же самый приек 
применим и к случаю 060% системы п уравневий (степеней выше пер- 
вой) с я неизвестными. Надо лишь отметить, что при этой редукции 
очень полезным делом является введение новых неизвестных и разбие- 
ние 'на множители, так как.это существенно упрощаег вычисления. 

Вели, например, %---9 неззвестно, то прежде всего ‘мы находим 


д — 4, и наоборот: | | 
(ну) -- @— у) 
7. к - 


_ ету-@-у. 


у РИ 


: 
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| Если известно 2? -|- 2, то мы ищем 2-9, и наоборот. Тем самым 
можем определить тук У: 


вту=У фу -2. 2.9, 

а—у=Ум-у—2.2:у9. 
Если известны Ту из. у, то будем иметь; 

2 —-9=И@-- У —4:2-9. 
Если известны х —у и з%-у, то будем иметь: 


у Й. 


| В х-- у= У (и — 4.2.9. 


ТГры.мво. | 
1. 9 - и ай — 20252 -- №, НИ Уз. у =ар-фь, 
У= и мы | У ев 5 р 
Уз -—- Ту о уу -а---8 
$ А еже. ————— а 
"=. (2? — та —: (@-- 5), 
ий 
5 И) =@—5). 
2. д. у- я — 18 (#2 —9, хи у можио перененить местами, меняя 
и 12 | одновременно знаки перед ними. 
бу @ У 18 @у 12 (ау = И1-- 4-12 192—--13,86 
#—у= 1, | (ф-Ну» = УТ--4. 12 = 7 
; р. | 
4 — 132 -- 14 =, 8 и —:-- 12,98 или—0,98 
— 12 + 13,86 


__ 13 ен 3, 1 и 


3. 42 — 2му 1 312 =8.(0-—9|-5, 
| 252 |- жу — 11 —=9. (5-9) |-1, 


328 — бху - 94/2 —= бай Ну — 91, 
% — 124 -- 101 —= 0, 


З 
(=) НОО) 
у у 


| 
и Гы — 20 иж З. При Эа=Ы @ будем иметь: Зи, =, 
ИЕОИ 4 ча -б’ | : 


Подставляя в первое уравнение ‚бу, 
получаем: 


`25уа — 102 Зил = 12, 
18/12 —184.. 


Непосредственно очевидное решение 
есть: и; = би 5, = 0, 


и == 5; Е 5" 


мыслаазримыя = ипиилелкмижско 
Подетановка 22 = 2. дает: 

4? — 492 -|- 35° = 35 
Нря у == 6 получаем 11 = 1, а вы 7) 


4. (= — 3). (у 5) =0,. В и: ==- 7, 
&З) 9—0 =0. ] 2. = -— 8; в: 
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В ем случае исключение одного неизвестного из двух квадрат- 
ных уравнений с лвумя неизвестными приводит к уравнению четвертой 
_ степени. В этом случае корни. я приближенно, например, 
и И 


ь Увелосой примез, 


Т. (&-- 3,5 -- (и — 2,7) = 121. 
П. (#-- 7,2) : (и- 1,3) =2 


Уравнение` [ представляет собою окружность 
с центром А (2 = — 3,5, %=--2)) радиуса 
И?21 = 4,6. Уравнение П сесть уравнение равносто- 
ронней глперболы, асимитоты которой параллельны 
осям и проходят от них на раветояниях --1,8 и — 7,2. 
Окружность и гипцербола пересекаютсл в двух дей- 
ствительных точках РР, (—— 6,9, и =- 5,9) и 
Гь (ха —©,1, у. = — 1 0). Две другие точки пере- 
сечения мнямы. Уравнения имеют, следовательно, 
две пары действительных рещений: . | 


* И 69. 4 ЕЕ на 0,7 
Черт. 12. и: —=-Е 5,9, 42 == — 1,0. 
\ 


Если точность чисел, даваемых беглым обзором задачи, неудовлетворительна, ее 
улучиазют применением „Леда 11а, 


м уравнения третьей и высших степеней. 
Кубическое р р вида 13 А - 2 Б-у-- С =0 под- 


мой приведенной 


ст новою 2 = 


форме: 
28 -|- а. ж--6=0, р ЗА: 


Ь \2 @ \3 $ 
ели 1 (> +(-=) < 0, то все три корня лоиотвительны, 


х* 


) \2 И, х |] 
Нели П (=) +(-=) ==0, то из трех` действительных корней 


ява норня равны друг другу; каждый из них есть в точности половина 
третьего корня, и имеет знак противоположный зваку зосхеднего. 


2 де: 
Ясли Ш (* +(-=) `> 0, т0 два корня мнамы и один кей- 


отвительный. 
При алгебраическом способе ретения кубического уравнения можно 
о формулу Кардана: 


ь \ @ У я а\3. 
‚Уи ИУ. 
_— Так как каждый из ‘кубичных корней имеет но три значения, то 
фактически формула Кардана дает девять решений; однако Формулу 


Кардана можно заставить давать лишь три значения (и притом те еамиме, 
которые являютен корнями данного кубического уравнения): для этого 


‚80 


надо лишь выбирать только такие значения обоих корней, произведение 
и Ц 


которых действительно и ревняотея — —_. 


У 
Формула Кардана имеет тот ведостаток, что в случае 1, когда все 


три корня действительны, она дает нх в мнимой форме; которая 


никакими алтебраическими операциями не преобразовывается В дес тви- 


ельную (ненриводимьй случа). В этом случае приводит к дези тригоно- 
‚метрическов решение. 


ели все три корня уравнения 


2 -а.м 6-0 


денствительны, тогка 


Значит а < 0, иин—@в > 0. 
Отсюда будем имет; 


ь и. ее 
Е р ОИ о \2 ‘а \3 
‚У зну- 
с 
У 
Полагаем: | 
О оз | В, 
—— 5) НФ. и — (>) -— И = 7“ ° (6089 ее 9 5) (см. стр. 63); 
Е } . . 
>. 


таким образом: 


ь УС Е | 
и. 6080 и И = — |] =. во 
2 ь ‚8 ый г 


Согласно теореме Моавра (см. стр. 63), имзем: 


О РН 


и: (сз э-- 9: 5 ве) ре У»: {03-4 . 90 5) == 


И Ут. 60$ — а 


где С лолжно вривимать значения: 


р ЛЕА . #> № 
ДЕН. 
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Таким образом получаем три корня: 


8 жи у Ре сов и №. = Е. у те 2008 ТИ 9 
2 } \. 
о — ‘ 60 Е, 
, < 


Числовой пример: 28 — 72 4-5 ==0 (приведенная форма) 


А \& рва" я) \ 3 | и 
р о (>. ь 5 ) < 0, т. 6. все трн коряя дей- 
дю У -6 0х - 1х -6 


СОБ @ == — —— 


5 
= ий РГ 3 
2-И( 


И И 
Я. 
РА Ут-= 44° 50’ 487 == -|- 2,1630 


мо. Ут. « ‚ 608 164° 50’ 48” = — 2,9488 


сео 
й 


р о © 
Нам у * ‚ 608 284° 50’ 48” ==--0,1848]. 


| Черт. 18. 


Графическое решение нубических упавнений. 


1. Вымерчиваиие кривой у ==1(@). 
Нример.. 
$ — 627 1 110 —6--0 (черт. 18). 
Точки пересечения кривой 7(<} = 2 — 62 -- Па —6с осью Х. дают три кория: 


ей еаае И в; — 8. 


3 


П. Предотавление кривой РЁ @ в виде оазноети ТР; (®) — Рь (®). 
Г (%) = 2-5, (=, Б(о)-= — 0—6, 

Для решения  кубического уравнения 43-- аж --Ь==0 нужно 
определить только точки пересечения нараболы 1, (2) == 4% е прямой 
Та (2) == —@в — 6 (черт. 14). 

НЕ Номофафическое решение. 


Подобно тому как способы Ти П были применены раньше к случаю 
квадратного уравнения, точно так же применяемый здесь номографический 
прием бых подробно рассмотрен выше для квадратаого уравнения. 
Выескаванные там соображения о прямон 


А у &-|- в.а —- @ т 
82° 


имеют силу и для настоящого елучая. Для того чхобы кубическое 
уравнение могло быть прелотавлено в виде прямой, отсекающей на 
осях отрезки @ и 0, следует положить А=х В=1 и О=ж 
° Точка Р, соответствующая какому-нибудь значению переменного 2, имеет, 
°—  Сдедовахельно, координаты 


| о КИ ры 
= $ ч ЗВ о". ь 
< Ж-Т 8-1 ( 


° Два хомпдекс-. 
а один децетви 
апельные корень. 


Гри действи- 
тельных корня. 


_ Дева вовпадазю- 
щих корня (крат- 
мы корень) и один 
вдвое больший по 
величине, с проти- 
вополоэвиыи — зна- 
ом. 


- п рчееевтирир ; отчете За А Ш. 


$ 


Чеот. 14. 


Нанесение таких точек на чертеж дает номограмму черт. 15. ля 
того чтобы решить кубическое уравнение вида а --ах-- 0 = 0, нужно 
найти на номограмме точку Р, лежащую на прамой, отсекающей на осях 
отрезки ви 6. Дхя определения отрицательных корней следуег поступать 
так же, как указано на стр. 17. Этот метод точно таким же образом 
применим к решению вслкого уравнения вида 2” а: я"-ЕЬ=0. 

Нели хе мы хотим решить номографически кубическое уравнение, 
данное в общем виде 28° --а2°-|- бо -Ре=0, то тогда для кажхого 
вначения третьей постоянной величины наобходимо вычерчивать обобую 
кривую. Номограмма будет тогда состоять из целого семейства таких 
кривых, © другой стороны, приведение уравнения к вяду 28 -- ах -- п=0 
не составляет большого труда. 


Числовой пример. хз — 5-0 (черт. 15). 

Прямая, отсекающля из осях отрезки а == —-Тир----В, пересекает кривую в точь 
ках #; —0,8 м 3, —2,17. Прямая, отсекающая на осях отрезкы а = —-Тир-еб, 
пересекает ее » точке м, == 4,35. Следовательно, тремя искомыми корвями будут: 


ео ыы 0,78, мер миа 2,11 и 33 А 2.95. 


| : | | , | . 83 


| Уравнения 7-ой степени. 
Общий вид уравнения и-0й степени с м корнями 
я, 2, м. ..., м, -—- есть: (2 — 2.) (9 —*.). (я И 25}... (®-—м,) =0 
ИЛИ 
г | $ й Е „8-8 1 У Г | ыы 
0 —|- 1 |. & ет бо 4 Чй ну 3 г я осо В а —1 д; 2 @» Ее О. 


Если один из корчей этого уравне- 
ния % известен, то делением ` уравнения 
на й— 2, мы понижаем степень его на 
единицу. 

Прилер. \ 

28 — 185 — 180. 

Олик из корней, т, == --1, находим непосред- 
ствоенном догадкон. 

и ми ва —: Я — м — 1-0. 

#--1 

Для решения уравнения высших сте- 
пеней в общем применяются только гра- 
фические способы приближения. | 


Черт. 15. С Зевт, 18. 
Способы уточнения приблюженных зназений. 
|. Недща 714185. 


Если х есть корень уравнения 7 (2) =0, то следует вычислить два 
значения функции 7/(2;) и 7(%.), соответствующие двум каким-нибудь 
вначениям и, >жи я. <=. Таким образом получаем две точки, Р; и Р,, 
на кривой (черт. 16). Отсюда легко получить одно приближение корня: для 
этого соедвняем обе точки Р) и Г, прямою и ишем перосечение ее с осью 
Х-ов. Абсцисса х этой точки пересечения и явится искомым прибли- 
жением корня; эта а0сцисса ж получается, очевидно, из уравнения: 


“ | И 7 (2) Е 
м 1(9)— Г) —- 


> 


`` @.—=м) ТС 
и, ПЛ) 


Р(т,) — Г (@) 


Чиеховой принер: 


58 — Че 6 =0. 
д; Ге УЖ Х 40 -- 5 а =— рр о — 2,1 
ь. 11 | { (21) — 0,248 7 (25) = — 0,439 
ой - . 0,1 .0.24 
21 — 0,239 ОО ИИ ЕЮ 2,2 —— 0,04 = 916. 
2,2 —- 0,248 0,687 


сли эта точность неудовлочворительна, то нало эту операцию 
повторить, пользуясь уже вычисленными соседними значениями; в данном 
случае 2,16 и 2,17. 


в | * 25. = 216 з 
2,16 — 0.0414 Г(%,) = 0,0285 Ё(®,) = — 0,0414 | 
2,17 ‚ —_ 0.0%. 0,0285 


т 0,0285) а=34- — 2,11 — 0,004 = 2,168. 


0,0699 
Точное значение лежит между 2,1660 и 2,1661 (ср. с тригонометри- 
ческим решением). | | 


ПН. 0пт0соб приближения Н озона. ( 


Нели 2, есть первое, графически определенное приближеннов значе- 
ние корня уравнения 7(2) =0, & > Ч- Ъ обозначает более точное эго 
значение, то 7 (2% --17) разлагается в ряд по степеням А. Из этого рада, 
путем отбрасывания всех членов второго в высших порядков, как мень- 
ших в сравненни с членами первого порядка, получается линейное ураз- 
цение относительно поправочной величины й: 


7 (9) РР. Г (%) — ие: О 


Повторением этого приема уже } ‹тя более точного значения я 
можно достичь любой степени точности, 


Примез. 
1 (8) =2—15--5=0. 
Жв = 2,2 Ги ( а 8002 И в 
Г (о) = 0,248 Г! (в) = 1,52 
а 3 д) -- А = 2,2 — 0,083 ==2,167 
В == — а О 08 У ИУ $ —. а "А РУХ) Е ыы ‚16 ку 


Способ Ньютона применим ик уравнениям со многами переменными: 

1. (у) = | 

2. 9 (29) ==0. | 

Пусть 2 и И будут первыми приближенными значениями решения 
этой системы уравнений. 

/ Шсви мы обозначим через ж-- Аи %‹-Е# более точные вначения 
го решения, то разложение функций в ряд по стененам Ви Е 
при условии отбрасывания членов второго и высших порядков, даст два 
линеЕных они и 4 н&, 


г. теовия соединений. 


п предметов могут быть переставлены различными способами по отно- 
шению друг к другу. 
1.2.3.4...(9— 1) - п = м раз. (Произноснтся „”-факторизя“.) 

Говорят, что число возможных т ОО % различных эле- 
ментов есть 2. 

Число переставовок шести элементое а, 6, с, 4,'е, Г есть 6! = 720, 
трех элементов а, 6, с есть 8! ==6, именно: 1) абс, 2) бас, 3) са, 
4) асб, 5) соб, 6) са. | 

Если среди м элементов окажутся р элементов одного рода тожде- 
ственных друг другу, 9 элементов — другого рода, также не отличимых 
между собою, г аналогичных элементов — третьего рода и т. д., то число. 
‚возможных перэстановок выразится так: 


Е 
01-91. 71.... 


Число перестановок цесяти элементов а, а, а, а, 6, 6, 6, е, в, 4 будет 
равно: | 


19600, 
| 41 -31-:21 
знело порестановок пяти элементов а, а, а, 6, & 
ли 5 | 
Пиыт == 0, 
31.21 


именно: 1) аще 2) сабоа, 3) аофа6, 4) аб аа, 5) аБа Ъа, 
6) аббаа, 7) р ааа6, 8) баафа, 9) Баба, 10) ЬБааа. 

Число различных способов, какими можно из 9 элементов выбрать Ё - 
элементов, яазывается чнелом „сочетаний“ из и элементов по #. Это 
число, предполагая все нредметы различными между собою (т. е. не допу- 
ская „повтореней“), выразится так: 


п. (— 1. и— 2)... ®—&-Е1) и 
и ‚1 =(#]- 
Отсюда будем иметь: те 
9 \ 21 
(»)= В! 


Чясло вочетанен из четырех элементов @, 6, е, @ пе два, будет 
| 4 41 ИГ 
(3) == о т 
именно: 1) &В, 2) ас, 8) а8, 4) ве, Б) $8, 6) ва. 


Для числа сочетаний из м элементов по Ё, допуская „повторення“ 
элементов в выбираемой грукне Ё предметов, будем ‘яметь формулу: 


ии 


5» 
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Яля предылушего иримера чкело еочетаный с „повторениями“ будет: 


Ана —1 гв 
о а 


К шевеля упомянутым сочетаниям „без повторении“ с следует присоеданить еще четыре | 
елелующие: 1) аа, 2) 05, 3) се, 5) 04. 


Нюоли в отдельных группах сочетаний произвести перестановки, го 
получаются „размещения“. Чисто размещений из я эломентов по Ё вы- 
чё? ; ‹ ой 
разится так: „без повторений“ у Ги „с повторениями“ #. 


Следовательно, в предыдущем примере, для случая размещений без повторений, 
получаем: 


4. 
(: Ея ка 12 размен: ний, 


нменцо: №) 25, 2)гас, 3} аа, 4) 66, 5) 84, в) са, Т) ва, 5) са, 9) Ча; ®) сё, 11} ав, 13) а@е. 
Даля случая размещений © повторениями мы получили бы 45516; именно, кроме напн-‘ 
ванных двенадцати, надо еще присоединить елэдуютщие . зетыре: 1) аа, 8) 68, 3) сс, 4) аа. 


| г | 
Числа ы суть биномиалоные коэфиниенны, т. 6. коэфициенты 
р 


отдельных чхеков бинома возводимого в степень 9 (ом. стр. 55 и 126). 


р, ВИЙ) я й—1 1 
р в —1 +») 1:58 


| ‚(4 4 ам [4 \ 11/4) 
(п и . 8-6 о —- о . а2 о | д с и ( у бе 
я 3 / 
1 9-48 .6-- 64908 - 44а. 08 0“. 


Отеюха закиочаем: 


ий п тп п 
(1) =» (= 1, и 3, (+) = 


7 
Если и есть положичельное целое число, то | , }- =0, при Ё Я. 
Е 


2% № И 9! 
(| —й Е. (в — К)! ° 


Нели 7 есть отрицательное число или дробь, °(* р О в нуль 


ни при каком значении №. Разложение бинома дает в этом случае беско- 
нечный ряд (см, стр. 126). 

Все бнномиальные 1 а разложении бчнома, начиная со сте- 
пеня 0, могут быть выписаны в виде треугольника Паскаля: 


а 


31 | 
14641 
оо 

1615 20 561 


* 
ву э Г э ® ® з | [- ео 
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Каждый коэфициент последующей степени бивома образуется сложе- 
внем двух чисел, стоящих з предыдущей строке слева и справа от обра- 
зуемого козфицниента: 


(а 68 =1.- 4616.45.65 15. 44. №--20. 8.58 хи 
] 6-22-60 -- 05. 


Ш. Теовия вероятностей и применение 
_ ее к исчислению ошибок и поправок. 


А, Основные понятия теории вероятностей, 


Область применения теорни вероятностей распространяется на явле- 
ния, наступление которых зависит, е одной стороны, от обстоятельств 
звестных („причины“) и, с другой,— от неизвестных („случай“). 


Слово „случай“ не означает здесь отоуоствия причинной связи, но означает только 
то, что эта связь не может быхь указана. 


„Простая вероятность“ вастунхевия/ спределенного события выра- 
о, 0 р | | 
жается частным —_ ст деления чиела „благоприятетвующих“ ваступле- 


нию события „етаточностей“ (случазв) на число всех „возможных“ стё- о 
сочностей. При этем предполагается, что все возможные статочности 
„равновозможны“ ‚ т. е. что нет оснований для заключения о том; что 
событие Ее состоится в одном смысле, чем в другом. Юели статоч» 
ности не равновозыожны, хо их следует разбить на группы. 


Нзпирныер, еели в урне нэходатся 2 белих и 8 чеоных шагов, то верочтность вынуть 
2 й 


белый шар опрезелахея числом - ; версатность вынуть черный шар ратка о = —_. 


10 — 
Пря этом поедноласается, что О быть вынутым для каждого шара одинакова, 
$. е. что все щары одянаковой велизины ий сделаны из одного и того же материзла. 


Математическая вероятность всегда выражается поавильной дробью. 

' Вероятность, разная пулю, соответствует невозможности наступяе- 
ния события. 

Вероятность, разная единице, Е достоверности насту- 
цления события. г и 

Нели. подсчитано. ‚Число всох возможных кц чисхо всех благоприят- 
ствующих статочностай, со вероятность наступления события может быть 
подсчитана при помощи творий соединений. Нели же статочности под- 
считаны быть не могут, ках, например, в страховом деле, тогда вероят- 
ность определяется при помощи сталиетики. Изк раз в этой области 
прикладной математики теория вероятностей и имеет большое. приме- 
нение. 


Пример. Выпадение кокого числа очков при бросанни двух птральных костей имеет 
наибольшую вероятноеть? 


38 


о 


Число всех возможных стагочностей разно чнелу сочетаний с повторениями из 
щестя элементов 1,2, 3,4, 5 и 6 по два, т, е, раза 6-36 (ем. стр. 87); эти сочетания 
суть: ? 


1--1-—.2 21 1=3 8 -1-1=4 4--1=— в Б--1=— 6 6--1=— 1 
1--2—3 212—4 2-2 =5 4-3 6 --а= 7 6-2 = 8 
1-3 —=4 2-8 —=5 3-5 —=6 4-3 = 71 8 — в 6-3 = 9 
1-4 =5 2—-4—6 8—4 =1 Е — 8 5-4 — 9 6-4 —10 
1--5—6 И 2-8 —=3 4-5 — 9 5-8 =10 65-1 
1--6-=7 2--6 —38 Е 4-6 =19 5-56 —11 6-6 — 12 
Получаем вероятность 1:36 для выпадения очков 2х 1% 
ы д О Та, ы а 
а О ие ИИ РОО В и 42:10 
` ы 4:38 21: 9» »  э»Э 
5:50 6 
ы у) .*“ з эз 5? » 
= > 6: 46—11. 6 3 53 э т» 


Вынадение $ очков наиболее вероятно, т. е. следует предполатать, что при большом 
числе бросопии костей—наиболее часто оудет выпадаль 7 очков. 


Допустим, что из т статочностей 9, благоприятствуюних настунле- 
нию события 1, 9. -——благоприятствующих наступлению события Зи 90.— 


благоприятетвующих событию 8; таким образом вероятности наступле- 
ния каждого из событий 1, 2, 3 зв отдельности выразятея числами: 


9 9 п 93 
9’ те ' 


и вероятность для наступления одного из трех событий, безразличао 
какого, булет равна алгебраической суыме отдельных вероятноетен. 


В предыдущем примере вероятиость выпадения мечетното чиела очков, безразлично 
какого, равна сумые отдельных версятностед выпадения $3, 5, 7, Я и 11 очков, т. ©. 


Таковы же вероятность выпаденхя и четного числа, несмотря на то, что выпадение 
четного числа возможно шестью способами, 5 нечетного телько пятью, 


Событие, зависящее от одновоемениого наступления. различных 
отдельных событии, называется „оложвым“, и вероятность наступления 
его тоже называетея „сложной“. Сложизя вероятность равна произведе- 
нию вероятностей отдельных поостых событий: 


зъ 


#1 522 а С бо 5 1 о ъ во 


Согласно статистическим давным, вероятность того, чтобы хридцати- 
летний мужчина дожил до шестилесятилетнего возраста 2, ==0,5 и вероят- 
ность того, чтобы его жена прожила еще 30 лох -— %, == 9,6; еледова- 


тельно, вероятность достижения ими обоими пестидесятилетнего возраста 


выразится только проязведением: 0,5. 0,6 = 0,3, 
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В. Ошибки при экспериментальных наблюдениях и оценка 
опытных данных. 


Избежать погрешностей при ‘наблюденнях-— невозможно. Поэтому 
результатом измерения с уверенностью можно пользовалъся ‚только тогда, 
когда при повторных опытах, путем дальнейших измерений, будет доети- 
гнута достаточная согласованность и из разниц между отдельными ваблю- 
дениями получена мера точности измерения. 
® Ощибев, получающиеся при измерениях, разлеляются на две кате- 
гории. В первой относятся системеитические ошибки, дающие уклонения 
в определекную сторону; они получаются велелствие несовершенства 
инструментов, неточности их установки и недостаточно аккуратного обра- 
щения с ними. Остальные, случайные, ошибки хат уклонение от истин- 
ного результата то в положительную, то р отрицательную стороны 
и являются следствием особенностей набхюхателя, влияния атмосферы 
и т. д. Систематические ошибки могут бычь лучше всего опенены изме- 
нением постановки опыта (изменения метода) и тем самым сведены к мнние 
муму. Таблицы постоянных измерительных инструментов следует время 
от времены проверять, особенно после усиленного употребления инстру- 
ментов. Таблицы эти ‘никогда на следует рассматризать как неизменно 
верные. Случайные ошибхи неизбежны, Их воличи а, которая зависит 
главным образом от искусства наблюдателя, выяеняотся при повторении 
одного и того же измерения при помошн одних н тех жа измерительных 
инструментов и, кроме того, при тех ме обстоятельствах, Допустим, что: 
отдельные измерения произведены при одних к тех же условнях и одина- 
ково тщательно; тогда наиболее еороятное значение измеряемой величины 
есть „среднее ариометическое“ отдельных результатов, тах как можно 
считать, что при большом чивле наблюдений „случайные“ ошибки будут 
одинаково часто уклоняться как в одну, так и в другую стороны и, сле- 
ховательно, нх алгебраическая сумма будет равна нулю. 

Длина какото-нибуль предмета’ определена при помощи следующих 
измерений: ро 


Наблюдатель ЛХ, Г `Наблюдатель ЛХ. 


1. Измерение 30,10 ж ‘1. Ивмерекие 30,23 м 
2. . 30,80 5 И 30,25: „ 
з И 3. я 30.28 ,„ 
4, О, 4. ) 30,24 , 


Среднее арифм, 30,25 м 


Средкее арифы, 30,25 м 

Оба наблюдателя получили для срёлнего зрифметического своих ивме- 
рений одикаковые значения. Несмотря на это, с первого взгляда видно, 
что измерения не одинаково течны, а именно, что наблюдатель ГГ пронз- 
вел`свох набиюдения с горазхо большей точностью, чем наблюдатель Г.. 
Поэтому желательно точность каждого отдельного наблюдения хараитери- 
воваль числом. Теория вероятностей похазывает, как но основании 
отдельных результатов наблюдения можно найти среднюю, няни вероятную, 
ошибку измерения, Если не стремиться к определению звероятнейшей 
отибки, что иногла тоебует весьма, длинного вычисления, то можно полу- 
чить приблизительную оценку точности измерения, взяв среднее арифме- 


30 


\ 


ы 


тическое ошибок при отдельных измерениях (укдонений от среднего 


‘арифметического всех результатов наблюдения). _ 


Наблюдатель Г. _ Наблюдатель 17 
Измер. | Ошнбки _ | Измез. | Ошибки 
30,10 | 0,15 ” 3,231 0,02 
30,30 | 0,05 3,25 | 0,00 
30,20 | 0,05 3,28 | 0,03 
30,40 | 0,15 3,24 | 0,01 


Среднее арнфм. 30,25 -- 010 м Среднее арифм. 30,25 -Е 0,02 м. 


Набхюдатель 7, на основании своих изморений, может принять, что 
уклонение его срелнего арифметического от действительного значения 
не превышает 10 ем; наблюдатель Г7 может ечиталь, что уклонение его 
среднего арифметического не превышает 2 см. Уклонения от ереднего 
арифметического называют „средними“ ошибками в противоположноеть 
„истинным“ ошибкам, которые можно определить, только зная истинное 
значение измеряемой величины. | 
®  Фезультат должен выражаться при помоши такого количества вифр, 
чтобы только последняя цифра ве давала гарантии точности; пред- 
посхедняя хе должна быть соверщенно точной. Надежность последней 
пифры, Согласно дэнному выше способу, указывается присоединением 
поправки. я 

Пазример, 


10,225 4.0.005 и 
о. — 3,418 + 0,002, но нь 3,4183 + 0,0017. 


Нуль должен рассматривалься совершенно так же, как и всякая другая нифра; так 
что, напрмер, следует писать 10,200 -- 0,005, а не 10,2 +- 0,005. Приписывание вулей 
цоказывает, до какой доли единицы произволнлось измерение; 


10,000 „м соответствует измезению с точностью до лв 


т : 
10,00 < 3? > 2 5 > 5? бы 
87 7 и 5 ъ » ‹ р 53 5 25. 
87 000 33 % 5 3 59 я. 18 


8,4 - 5,2 . 7,6 — 350 (или также 838); ко на 351,368. 


Если отдельные измерения, которые должны быть объединены в вице 
среднего арифметического, имеют различную точность, то, меред тем как 
их складывать, каждое из них следует умножить на его „вес“, т. е. 
на число, хающее меру точности этого измерения. Благодаря этому, из 
двух измерений, произведениых с различной точностью, то, которое, 
например, втрое точнее другого, получает втрое большее влияние на ре- 
зультат, чем второе; при определении среднего значения оно берется 
трижды. 


Пример. Чнело колебаний камертова квморено при нонощы сирены е шестнадналью 
отверстиями на окружности: 
« 


И У 
# оборотов в #Ё сох., число колебании == 16. -— 


А-П АМ АВ у о 250 № 
Ба са ( ' — 515 | в 
ТИ ИЕ РА ; : =5. З 
В М ИОВ ОС 4 —523) 8 


50 4. 
| 91 


„веса“ этих четырех измерений не одинаковы, но пропорциональны продолжитедь- 
ности наблодении. 
Ноэтему среднее значение выразится числом: - 


509 , 12-|-515. 17-517. 39-523 . 106 9 
ТАЧЕ а И ИЕ 


516) 0 


м | 


% 


Средняя ошибка, принимая во внимание „воеа“, будет оледующая: 


т, 12-5. «МЗ. 39-53. 106 ыЯ 
ТЗ ОВ ) 


„Вероятная“ ошибка гораздо меньше, чем подочитачная выше средняя 
‚ошибка. Одвако не следует упускать из вида, что при определении это 
ощибки принимаются во вкиманые Е случайные ошибки наблюдения 
и что истинная ошибка измерения, включая систематические ошибки, 

НЫ будет гораздо. больше. Изя 


8 оценки этЕх ошибок ол @лует пооизвощить. 


И савымя различными ©ноео- 
бами и с помошью различных. установок. 
Полученные результаты в свою очередь 
должны быть выражены в виде одного 
среднего значения, причем,  соответ- 


те ственно той ини иной надежности спо- 
| Ни с0ба, отдельным результатам можно 
| придавать И „веса“, 
(и | Нслы речь идот о представления 
и :. 
г какото-нибуль пронесса, зависящеге от 
вне 0-9 одЕого нозависимого переменного, на- 


пример, об определении кривой гисте- 
резиса в железных прокладках динамо- 
машины (черт. 17), то, разумеетея, от- 
дельные измерения не могут беть ть объедн- 
нены в одном среднем арифметическом. Нолученны ые при и изме- 
рения величины наносятся на чертеже; таким образом в данном примере 53 
(соответственно, @ ) определяется как функция от о. (соответственно, 4. 7}. 
Есла соединить отдельные точки ломаной линией, то получитея коивая, 
искаженная ошибками набнюдечия. Поэтому проводить кривую следует 


Черт. 17. 


не через точки, а между точками, и иритом та, тобы получи? лось правиль -\ 


ная непрерывная кризая, у которой сумма уклонелий (взятых с надле- 
жащими накаден) отдельных точек равнялась бы нулю. При этом. епособе 
графически зыравниваютея ошибки измеозния, нолобно тому, как это мы 
имели ранее при образовании срэднего ар фметического найденных изме- 
рением значений постоянной величины, так как и тогда сумма уклонения 
от среднего значения _(считья уклонения с-|- ис —) равнялась нулю. 
Вычерчивание кривой большей частью облегчается тем, что характер ее 
бывает известен зэоакее, 

°— ДЯЯ Ни яеното результата необходим пелесообразный выбор 
масштаба. Черт. 18 н 19 показывают число оборотов шунтового мотора 
в зависымости от Мое зврашення, 


Эа 


> 


=> 


— 
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В то время вак черт. 19 позволнет легко подочитать чнело оборбтсв, 
на черт. 18 это почти не предстарляетея возможным, Нри этом для одного 
чертежа требуется в точности столько же места, сколько для другого. 

Если графическое изображение результатов наблюдения показывает, 
что кривая имеет точки шахрапт или тишумииа иди даже только силь- 


ную кривизну, то при интерполяции следует соблюдать особую осто- 


рожность. "Такого рода точки должны быть непосредственно опрехелены 
при помощи подробных и тшательных измерений. Черт. 20 дает изо- 
бражение резонансных колебаний пружяны, приводимон в движение 


® Оборот. мо, 
# 
500 $ Оборот. чи . 
ой 
0 Зака! т" 300 === 
УРА 5 а 2 За 


Черт. 18. Черт. 15. 


8 баппеги а 


ЕО 
38. - 8: Е Период 


Чарт, 20, Черт. 81. 


электромагнитом с норененных током, как это делается в измерителе 
частоты Гартианн-Браун. Собственное колебание пружины с такой точ- 
ностью совпалает с частотой тока в 100 периодов, что мэксимальную 
вмилитулу невозможно опрелохить инторцохяцией измерений соседних точек 
и он& может быть найдена только ненссредственно определением. | 

На освовании` произведенных измерений отнюдь нельзя продолжать 
кривую зо употребленную область измерения, даже если течение кривой 
весьма’ способствует такому продолжению. ото допустамо лишь в том 
случае, если характер изменения кривой на основании теоретических 
рассмотрений вполне определен также и вне области наблюдения. Если 
даже. все точки, полученные наблюдением, лежат на прямой, продолжение 
этой прямой за область измерения недопустимо. В противном случае 
могут получиться совершенно ложные заключения. 


1 # воды нагревается от температуры в 1050 и производится измерение темиера- 
туры, раесмалриваемой как функция соосбщаеного количества теплоты. Измерение 
заканчивается, когда, температура воды делзется равной 90° С. Представленные графия- 
чески на черт. 21] результаты измерений дают прямую. Ёсли бы пожелали продолжить 
произвольно эту поямую за область измерения, то пришли бы к совершенно неверным 
результатам. В действизельности, при помоща непосредственных измерении, получихась 
бы линия, изображенная пунктивом. | | 


гу: Я, 
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Так как большей частью мы имеем дело не е линейными собтноше- 
иными, но с более сложными функциями, то горазхо удобнее и нагляднее 
употреблять ие чинейные а функциональные шкалн Воли кривую 


1 | : | 
ее 92 вычертять на обыкновенной миллиметровой бумаге, то полу- 
чаем параболу: если же вычертить ее при помощи квадратной шкалы 

: И 1 
‚& ==, то получится прямая‘ в == 5 9.2. Само с0б0ю разумеется, что при 


отдельных точках оси 2 холжны быть приписаны значения переменного &, 
Подобным же образом хогарифмическая бумага примоняется с удобством 
Н6 ТОЛЬКО тогда, когда неперед известно, что фунжциональная зависимость 
изображается кривой показательной фувкцин, но. тешие и тогха, когда. 
ча основании измерений можно предположить, что иноется соотношение 
в виде покэзательной илны близкой к покавательной функции. Исли при. 
этом на логарифмической бумаге получается кривая, которая более или. 
менее приближается к прямой линий, то оточет производитея гораздо 
16гчз, чем с помощью кривой показательной ФУНЕЦии. И 


\ 


6. Метод наименьших квадратов. 


Тот удобный способ получения нанлучшего результата из ланной 
системы измерений, который лает нам начало арифметической средины, 
оказывается уже непряменимым, как скоро мы бухем иметь дело не 
© Оотлельнымя индивидуальными величинами, определяемыми путем прямого 
наблюдения, но когка прямому измерению подлежат только такие вели- 
чины, которые выражелот собою ‘связь миогех неизвестных величин, т. е. 
которые являютея их финкмиями. Если, например, речь идет ‚0 функции. 
‘рех независимых переменных, то значения последних могут быть опре- 
делены при помощи трех уравнений, однако, при намерении иметь дело 
с точными измерениями, мы не можем удозлетвориться теми тремя измере- 
ниями, каковые быхи бы достаточны для чисто малпеллпичесвою решения 
Задачи, подобно тому, как № предшествующих примерах мы не ограни- 
знвались одним единственным решением. Если будет произведено 
большее число измерений, то для математического вычисления величины 
мы будем иметь больше уравнений, чем неизвестных и, значит, полу- 
зизшиеся величины иензвестных должны быть каким-то образом математи- 
чески согласованы. Вообще говоря, не существует ни одной системы зна- 
чений этих нелзвестных, хоторан удовлетворяла бы всем уравнениям 
одновременно; поэтому задаются целью найти такие значения неизвест- 
ных, которые удовлетворяли бы всем уравнениям „возможно более точно*. 
Очевидно, , без нежоторого произвольного допущения эта задача вообще 
не может быть решена. В качестве такого допущения достаточно взять 
0 эюе самое предположение, какое мы только что делали, т. е. именно, 
что наивероятнейшим значением. величины, определяемой при помощи 
непосредственного наблюдения, является среднее арифметическое отлель- 
ных резухьтатов наблюдения. Гаусс обобщих это предложение и дал 
010600 лля решения ноставленнох валачи в случае функций нескольких 
переменных. | 
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Ореднее арифметическое отдельных результатов наблюдения, в от. 
 иичие от всеж т значении друнмто рода, обладает тем свойством, 
что сумыа квадратов уклонений ОДЕЖЕНЫх измерений от ереднего вриф- 
_метического, иди, короч, сумма ксворатов ошибок имеет наимепльшее 


_ значение. 5 


Отибка Ввадрат онибки Ошибка ЁВъздрат олибиы 


И 1 |9... 0 
а 1 И о АО, 4. 

М 140 0 АА 1. 
и В & А АИ 9 
1 1 С А 0 
В 1.1 1 О 0 

‚4 С Сумма = —=8 [пионоою] |’ 8,3 Сумма =—=14|[ > 8]. 


Яриме». бои яамерить при различных томпералурах ё для и 2, тая ю--ь а: 
2 АХ -|- Т.Е втержна из белого металла, 


4 


Увечнчеиис тлины' 


| равно 25. 7, 
. |. = 20014 ма 
И м и 
3. №: =—200,38 > С 
4. Го = 200,41 011 я 
00 Е 
8. Ви = 20081 › он 
7. НБ == ДЕ 20 0, 69 = | 0.09 * 
8. 4 == 200,80 |, А» 


омртеаены > 


Среднее арифм, 0,0948 жи 


0,0945 


Е 5 
м Е АНА ‚00377. 


Находить среднее арифмениилиеское, собственно, совершенно не имело смысла, потому 

что при определении средиего значения в таких случаях, как этот, понимаются Бо вни- 
миние только первое м последнее измерения, в то время как прочие измерения, сделанные 
с одинаковой тщалельностью и точностью, не оказывают влияния на результат. Имеси: 


0 ут 5 —- 0,56, 
вледопательно- 
р И 2 0.00377. 
НИ" 


\ 
Способ изяменьших ивазратов показывает, каз мы холжны иостУпатЬ в тахнх @лу- 
чаях, для того чтобы обеспечить всем измеренням еднкаковов влняние на результат 
Для того чтобы иметь возможность произвестн вычисления с небольшнык числами, 
следует, прежде всего, положить Х — 800 Ном Г-- 0,004 у. Тогда уразнения, стоя- 
щие выхие, примут ВЕ: у 


1. х -- 25 — 0,14 — 0,10 -- 0,04. 3. Ж- 1259 — 0,52 — 0,50 — 0.02. 
2. 50% = 0,24 — 0,20 — 0,04 6. 2 -- 150у = 0,61 — 0,60 = 0,01. 
3. х {55 — 0,35 — 0,30 = 0,08 1. &®— ИБ5у — 0,68.—- 0,70 = — 0,01. 
4. 100и = 0, и — 0,40 —0,01. , 5. ж-- 20 = 0, 80 — 0,80 = 0, ‚00. 
3 последних оси уравиениях вида х а, =, требустся хля нензвосяных 


ш и у найти такие значения, чтобы онн И более точно“ „удовлетворяямы этим 
у равнедихм, ля чего необходино, чтобы сумма квадратов ошибок | 


; 8 
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имела нанменьтее значение; следовалельно, частные производные отоЁ суммы по хи 
по у должны обращелься в н.ль. Такии образом получаем два уравнелия, ив которых 
определяются значения ино: _ 4 


Ре 
1 } 
0 ры Ки, — эм — 7.9) 
, та 3 д 
АЯ УИ УЗ —=—=0 ЛЯ а О ы м и = 
ы ТИ рр м, 2 О Е 2, -0. 
х Рае | де 
д 


чоиовно ый. 


рии й —8 —! 2—0 
О НИИ АУМ Я ЕТС, ВИТ 
И. Е те ии р (2, и, 2 лы 1. 3 Ра (2,2) се 
тей ПЕ 1 Рите 
Имеем: | 
А и, Г. “, . 2 #2 
2 0,04 25 1.09 675 
р: 0,04 50 _ 8,00 2 500 
з 0,03 65 2,25 5 625 
4 0,01 190 1,09 20 006 
5 9,05 125 , 2,50 45 625 
6 9,01 150 1,50 22 500 
4 -— 0,01 175 — 1,75 30 625 
8 0.1; 205 060 50 000 ы 


%: 0,14 2! 900: 21 8,50 У 127 500 


Г. & 0,14 — 8 — 900% = 0. 
п. "8,50 — 9005 — 127500% —0, 


_ Отвюда находим значения дн 5: 


200 . 8,50 — 0,14. 127500 


а я" ое — 00%. 
ЕЕ 0,00027.. 


| 900 . 0,14 —8. 8,50 
"78100008. 197506 == 
)ясловатольно, будем имотв: 
& = 200 -- < 209,049 мм = вличо стержня при 0° С, 
У == 0,004 Ни = 0,09372,,. 


р 
|2 чо х разы: 200,049. р 9,00091 88 == козфициенту расширения, 


= 


Нели бы отхельные ызмерекия быхи не олинегово точны, то должны были бы быть 
приняты во внимание соответствующие „веса“, как это было изложено на, стр. 91. 

Если мы имеем дело с функциями, зависящими более чем от двух переменных, и есхи 
числа, полученные измерениями, неудобны для вычиолений, то практически для решения 
уравнений пользуются слособом вычисления Гаусса, вмоющим силу дзя любого числа 
нежзвестных. ! 


Арииер с хремя неизвестными: 


03% се — 63 
в.< 98% Е: 95 


“, 
Обозначим символически: я, соответственно, 
[да] — а -- ал т? +... а, 
[26] — а;6, -|- а,б, -|- а3б, ДЕнокее ЧЕ а, 6 [68] — ВН в... 
[26] — але, ас. - а +. .- А: [<], [сс] 
[26] = @,5, -|- а56. -- аб... Раб | 1 [с]. 


изв 


Тогда, согласно методу казменьших хвБадратов, получим характеристическяю систему 
уравнении следующего вида: 


Гаа] + * -|- [а6] + у-| [а] + в = [28] | 
[ра] - &- ВЫ] + У 1. в [65] 
[са] + 2 [66] + У-Е [0] +2 — [6], 


Вводя, далее, для сокрещения следующае обозначения: 


: $ 8 
06.1] = [88] — : — - [а5] 
- 
[АА [а5' а [ас] 
[ос . 1] нь [0%] [ее ° [25] [с6 о 1] Уи [сс] — Теа] [24] 
|. то та | > [26] 
р0 › == 190] — . . . 1] — _—.. 
[20 1] == [59] а} [4.8] | [сб ] = [6] ее [98] 
Ц Е 
| | [66.1] 
* 2 вах С чо кь $ 
[се 1= [6-1 АИТ [266.1 
о [6 
0 22] = [60 -- $. 
| ост ВА 
получим: ° ] 
Не о ыы аа 2 
[66.2] ' [06.1] 65.1] ’ ть [аа] у [аа] 
Для случая функций двух переменных: ы 
12 -|-- Ву =, 
| и -[- зу = 6. 
оз -|- ду = 6% 
7 и ЧЕ =а, 
мы соответственно получили бы; . 
— 188.1] [48] _ [05] 
Е а аа 
Применяя эти формулы к последнему чисховому примеру, будем иметь 
[са] = 8 
- [ра] = 900 [05] = 127500 [25 . 1] — 26250 
[48] = 0,14 [68] ==8,50 * [28.11 = — 7,95. 
Следовательно, в соответствии с результатами, полученными рансе, будем иметь: 
| | 7,25 4 
К: = 26250 пы! есь» 0,00027, 
014 = 900 


а— 


а + -#- * 0,00027: = 0,048%. 

Методом наименьциия квабреитов моэено пользоваться для ета» 
новления эмпирических формул на основани« определениоло материала, 
000%тозо при помощи наблюдения. Если отправляться от различных. 
типотез и подыскивать при помощи метода наименьших квадратов, на 


#”’ 


4 Справочник но излематико. | | 97 


основании одного и того же материал наблюдения, эмпирическую фор- 

мулу для каждой из этих гипотез, то наибольшую вероятность будет иметь 

та гипотеза, при кототорой для суммы квадратов ошибок мы будем иметь 

наименьшее значение. {№ 
Пример. Для грэдуировки термозлементов (железо константан) Глате *) получим. 

следующие значения: 

а Е ИИ а НЫ 


Разность 


Разность Напряжение 


Напряжение 
температур температур 
мест кон- | В МИКРо- 1 мест кон- | В микро- 
такта, вольтах такта, вольтах 
°С на 190 °С на 1°С 
Е ее И ЗВ нее ит У лети 48 — И БИ ОО, ве низ | 
192,36” 55,56 | 86,60 53,54 
184,08. 55,26 77,07 53,36 
175,70 55,13 69,12 53,29 
167,01 55,05 63,64 53,24 
158,30 54,83 56,50 52,98 
149,72, 54,11 49,70 52,83 
141,21 54,58 43,01 52,77 
133,60 54,37 35,82 52.66 
126,01 54,38 29,23 52,56 
119,10 54,13 21,70 52,35 
111,80 54,05 15,22 52,33 
104,83 ‚54,03 8,61 52,20 ь 
98,21 53,78 8,50 52,06 
ЧАТЕ ЗИ РАРЕПЕЛИОИЕТ ЕЗЬИЫИЕТИТ. ГАО 


Обычное допущение, что электродвижущая сила термоэлемента пропорциональна, 
разности температур мест контакта, т. е., что электродвижущая сила (е)} на 1°С разности 
темпе; атур должна быть величиной постоянной, — согласно данным этих измерений не 
выполняется в точности, Опуская поэтоху пр-дположение, что е —= с0п5% и полатая 
в —е -- С. Т, где через Т обозпачена разность температур мест контакта, мы приходим 
к выводу, что лва неизвестных в и С должны иметь значения, удовдетворяющие „воз- 
можно более точно“ следующим 26 уравнениям: | 


1. 55,56 —е РО. 192,36 
2. 55,26 —в 10 ..184.08 | 
3. 5518 -=е-- 0. 115,10, 


26. 52,06 —=е + @.3,50. 
Полагая теперь, для того чтобы производить вычисления с небольшими чиелами, 
ео — 52,00 |- хм С == 0,02 у, | 


т) Апп, 4. 


2; -- у › 98,21 ВАМИ д, 0,18. 


Рьуз. 1905, $. 93. 


получаем эти 26 уравнений в следующем виде: . 

ху. 192,36 = — 0,28, с --у : 86,60 = — 0,19, 

ху: 184,08 — — 0,42. ву. 12,07 = — 0,18, 

Ну. 175,70 = — 0,38, -- у. 69,12 — — 0,09. 

2 49 ‹ 167,01 = — 9,2% 21 --у › 63,64 — — 0,43. 
х--у. 158,30 = — 0,33% &--у. 56,50 — — 0,155 

2 У. 1493,72 — — 0,22, я у 49,70 — — 0,114 

‚ ж-у. 141,21 = — 0,24, 2 у + 43,01 — — 0,09, 

& у. 133,60 — — 0,30. я -- у, 35,82 — — 0,058 

д —-у - 126,01 — — 0,19% х--у . 29,23 — — 0,09; 

х Гу. 119,10 —= — 0,25, хи - 21,10 — — 0,08, 

&-- у. 111,80 = — 0,18% х--у - 15,22 —-| 0,02, 

2 -- 9. 104,83 — — 0,09; &-- у. 8,61 = -1+ 0,02, 


& -- у. 3,50 а >= 0,01% | 


| 
| 


— 


& 


Производя вычисления способами, данными на стр. 96 и 97, получаем: 
х — 0,01 и 9у—- 0,00188; 
в= 52,01 (— 0,01817; 
е = 52,0 -|- 0,018 . 2, | 


Следовательно, при разности температур в 71° С электродвижущая сила будет иметь 
следующее значение: 


Е — 52,0 . Г-|- 0,018 . 7? микровольт. 


Метод нзименьших квадратов дает возможность непосредственно. 
вычислить любое число членов необходимой поправки (зависящих от выс- _ 
ших степеней 7). Однако эти высшие члены поправки, по, сравнению 
с другими ошибками измерений, могут не приниматься во внимание, между 
тем как пренебрежение вычисленными нами первыми членами поправки 
при точном измерении может иметь своим последствием получение недо- 
пустимой ошибки, | а: 

Относительно применения метода наименьших квадратов к опреде- 
лению коэфициентов рядов Фурье — см. стр. 129. 


У. Тригонометрические и гиперболиче- 
ские функции. 


А. Тригонометрия. 


Углы измеряются в градусных н куговых мерах. Градусное измере- 
НИО выражается числом градусов, на кот5ро? надо повернуть ОДНУ ИЗ 
сторон угла, чтобы она совпала © друтой сторо“ | 
ной, причем полный оборот, т. е. вращение сто- 
роны угла до совпадения этой стороны с ней самой 
же, — считается равным 360°. | 


19—69 60%. 


Дуговая мера выражается линейной длиной 
дуги, на которую опирастся Угол, если из вер- 
шины угла, кок из центра, описать охружность 
радиусом равным единице (черт. 21а). 


* 


Градусное измерение ф°| 360° | 180° | 90° | 9° | 1° 151°17'45” 
Дуговое измерение: 2 | я О ОЗ 


| — |—. 
длина дуги Ф , 2 180 ' 


В высшей малематике употребляется’ исключительно дуговое изме- 
рение угла. | | | 


Определение триюонометрические функций (черт. 22). 


Будем считать, что угол образуется вращением стороны угла, начи- 
ная от неподвижной стороны ОА. Если вращение будет производиться 
от положительного направления оси Х в положительном направлении 


оси У, то величину угла будем считать положительной; вращению в об- 


4* | | 60 


ратном направлении бужет соответствовать отрицательный угол. Дуговое 
измерение угла ф выражается дугой АР. При многократном вращении 

и. соответетвующая длина дуги будет 
выражаться числом, кратным 2п. 


о 5 
я :5 5 В этом смыеле величин одного и 
| Е СЯ того же самого угла может быть не- 
| Е 77° ограниченно много. 
т = 3 отельня = ` оли рассматривать лучи ОА п 
ИАА 1 ОВ как оси прямоугольной системы 
у. к < координат, то синус угла ф выразит- 
{] р |, | ся орданатой точки Р: шо = РР} 
го. ИЕообинных _ „ косинус угла х выразится абеписсой 


точки Р: 60$ = ОР;; тангене — 


р | дабеце, 
г отрезком первой касательной, изме- 


к, и’ ряемым, начиная от неподвижной сто- 
1 О роны и до пересечения’ с продолже- 

‚ нием подвижной стороны: {0 + = ТА 

Черт. 242. и котангенс — отрезком второй ка- 


РА, | сательной, измеряемым начиная от 
точки касания и до пересечения с продолжением позвижной стороны: 
Из черт. 22 можно легко вывести следующие соотношения: 


1. РР. На ОР.2 = ОР? или’ зн ое 608 Ф = 1. 


2. я =Е в или о 
0. ОА 08 ф 

9 ее = ВЕ т се Ф. 
НА ОВ 3 ф 


4. фе ето = 1. 


5. энаки функций по четырем четвертям (черт. 23): 


т О и | 
\ 


| т т 
от 0 до — | от — дол 


2 2 


с ие п о2л 
Ат ий 


синус `-- (РР) | - (00,) —(ВВ,) —(55:) 

‚ косинус -- (92,).! —(00.) — (ОВ,) -- (05,) 

_ тангено | = 0, | +в | — (48 
котангенс + 52.) — (Во. -- (БА) — (55.) . 


1) Котангенс равен тангенсу дополнительного угла. 


100 


„ Во второй четверти положительное значение имеет только синус, 
в [У — только косинус, а в Ш — тавгенс и котангене. 
6. Соотношения между функциями углов |- Фи —9 (черт. 24); 


т (— 9) = — 81 (+ 9) 
с0$ ( —) = - 03 ( - 9) 
(= — (9 
сс ( —9$) = — 68 (-3).. 


Черт. 23. ВОС Черт. 24. 


7. Величина синуса и косинуса при изменении уйла на любое кратное 
2 -— не изменяется. Период синуса и косинуса есть 2т: 


вп (ф -Е #.2т) =зшф, = = 605($ ЕЁ. 2) = 6089, < 


где через К обозначено любое целое число. . | 

$. Величина тангенса и котангенса при изменении угла на любое 
кратное п — не изменяется. Период тангенса и котангенса равен пм. 

в | : 


45 (< -Е 1-1) = 6$, с! (9-Е -п) = 06 9. 


Графическое изображение функций. . 


В то время как 5шо и с0$$Ф изменяются в пределах от —1 до 1 
4% фи сео могут принимать все значения от — со до-г со (черт. 25 
и 26). | | | 


Наибольшие изменения синуса соответствуют углу близкомук 0 ЕЁ. 


п 
з ы уса 2 жи о Е А. к 
т 
> у тангенса Е р. > к 5 -|- п. 
_з » котангенса = [ = „О -РА.х 


10} 


_ Для малых улов можно считать 51 ф == 99 и 605% = 1} например 
51 5° == 0,0872; 40 5° = 0,0815; с08 5° = 0, 9962. 


т Фо 
-с05 Ф { 
3 | ы 

Н] 
5 п с 

2 
\ 
д? 

1 
\ \ 


- Черт. 25. 


\ 


2, 
Линия ‚косинус (косинусоида) есть сдвинутая на -5 линия синуса. 


(синусоида). 
© 


И" 
Кривая котангенса есть сдвинутое на > ро отображение 


и 


кривой тангенса. 
102 


и так далее 


Митя пррочаатане 


|. | т 
120° |—ИЗ = 0,866 а 


периоди чески. 


53 = 0,866 ИЗ =0,517 Уз == 1,132 
так а р 
=. = 0,5 У ВЫ 5 ИЗ = 0,571 


и ЕТ ны | 
о5|-—Из=-— 1,182 |-3И т 


РА - 6059 пФ СФ |" 
5-9 с05 $ — то — 9 — 9 
®— 9 5 — ©0839 —15 $ — 059 
$ — 919 — 059 _ 59 69 | 
5" — 6059 о —вшф Е: |. 8$ 
р пя] — 0059. т 9 ет — 69 
2—$| — 519 605 ® —%$ — 69 
2-- о зто’ 6039 ео $ : 
и так] далее периодически. 
| | 2 


ры 
>> 
и 


11. 605 ф =У 1— 15 шо = У1— со 9 


И По 
У! — 1125 х 608$ 
+ и И 3” ф Со ф = АЕ | 
187 = шо Е У! — соо № 
| $ РН 1 
Во == Зшф = 
У 1-9 _Уттеое 
- се 
С А 08ф = 
‹ УЕ } Ут- с? 9 
1 1 
49 9 = — 


© 
Е 
1-57? © 608 Ф - 69 © Я 
Черт. 27. | Черт, 28. Черт. 29. ‚ Черт. 30, 


12. Формулы суммы и разности двух углов, _ 
5 (< -Е В) = 5ша:с03 в + с0$ х.з В, 
608 (= Е В} == с05а-с08 В = 5 эт В, 
Фо -Е № В 
4 ( = А 
Е @ В) 1-7 &а-№ 8 ? 
ср а- ВЕТ 
с В) = - С 
При «= В будем иметь: 
13. — _ Эт (20) == 2.51 +608 а, 
605 ‹ 20} —= 6054 а — 53а, 


® ® @ 
Я а = 259 . ©0908 


@ : 
0$ @ = 6058 ит — 5112 5 р 


_ 2-0-а 
#5 (2а) = 1 — 122 а 9 


Со (2а | 
В (22) 2. С а 
[#4 
2 %& — (ее —— = 1 е 
са = й И ео иг, 
В а 
14. _ 9 (30) =3-5щ1 а — 4. 53а, 
| 60$ (3%) = 4.с033 а — 3.603 а. 
15. ое Ет. 605 (22) —=2:60589 
1 — 603 (24) = 2. п? а, 
1. — с0$ (2а) 


о == {084 

1-Е со (2а) ® ® 
& 

1 -- с05а = 2.503? —, 


| о 
1 — с08а = 2-51? -.-, 


1 сова. 8 рн | 
(Выводятся на основании формул 13 и соотношения 51 а-|- 608? а==1.) 


о Ш С 
16 Е а = с (12 как 10а = 50, 
| 05а \ 605 а 
1 
1-- сво а = т 


17. Полагая а--В=м н а — В =, из формул 12 при помощи 
сложения и, соот ветственно, вычитания будем иметь: 


вши аш = 2. о - ов у о, т 
4 та --зту= 2. 00%8— 1 от и, 

605 #-|-с08 у == О в сов, 

60$ 2 — 605 у==—2. зщ и а. 


храм #— 
ро = 


18. Подагая. & и 7 = В, из формул 17 получаем: 


#3 


За. с0$В == = “ {511 (а +В -- 3 (&—8В)}. 


605 @ ..с05 В = > ° {с05 («-{- В) соз(а — В), 
эта. ор ° (60 (а - В) — с05 (а — В) }, 


105 


_зш (<= 
е ве вр соза. аа 


(из формул 12 при помощи деления на 605 а . 605 В), 
‚} . г ! ь 
а Е / 
20. — зш(а-- В). 1 (а — В) == эп? а — 17 В == 6052 В — 6057 ©, 
(из формул 12 при помощи перемножения соответствующих выражений). 
сз (&-|- В) - с0з (« — В) = с032 « — 3112 В == 05° В — Эт? а. 
° 21. При условии в-- В --у=‹<, будем иметь: | 
зта- вт В -- т т=4. оз —5- сов > - сов —— 


& ® ® у 
с0з-- 03 В -|- с031 =4. 51-5 . в. г 1 


( В т 
аи ту =4. 9 р 5 ‚ с05-5- 


ь { 8 т 
со5 и -- созВ — ©0531 ==4 /608-5-* 6085 5 -—— 
о 2 2 
вт (25) -- в (28) -|- $11 (21) =4.: Зв 9. 51 8.307 
с0з (20) + соз (28} -|- соз (21) = — 4: воза . 6058 + 6051 — 1 
з1и (2) -— = (28) — эт (21) =4 - соза + с05В + 5Ш 1 
соз (2а) -|- соз (28) —- соз (21) = —4.: зто. 5т В. со51--1 
в? а вит В-Р 5112 1==2. 6059 + с05 В . 05 1-- 2 


03? < -[- ©0357? В я, со а - 0586 + 057 --1 
312 &-|- 51028 — 3112 у =2 . зо. этВ. с081 
с052 9 -- 05? В — 052 1 —= — 2. зта. зв. . с05 1-1 
о-в тТ=а, В.Т 
И ПО а 
62 5 |- сё 5 -- <> 5 — ©5 5 с -0 со 5 


са - сё В 1 се В. у ЕТ. 645% = 
Такого рода преобразования суммыв произведение особенно ‘удобны при вычислении 
с помошью логарифмов. 


Решенке прямоугольных треугольников. 

1. Лано: катет и острый угол (например аи о) (черт. 31), 
В = 90 — ча, :с = и. 'Ф =а. 0 а.. 

2. Лано: гипотенуза и острый угол (например с иа). 
В = 90 —а а=е- эта, б==с. 6054. | 
‚Черт. 91. 3. Дано: два катета а и 6. 


[и Ь Ь 
э в ар ьыь ; годе еже не о 2 рана > = да во аьаьа, 
м И уе | р зао 508’ 


4, Дано: гипотенуза и катет (например с ид). 


а —— 
зто == 608 В == ——, = Ис? — =: 03а =а. 50. 


106 | | | 


Решения косоугольных треугольников. 


Черт. 32. 


Бажнейшие соотношения ме- 
жду элементами косоуюольною 
треуюльника (черт. 32). Фор- 
мулы одной и той же группы по- 
лучаются одна из другой при по- 


#6. 


Черт. 33. | , 


мощи круговой перестановки букв (черт. 33), заключающейся в том, 


что в, данную формулу 


вместо 4 подставляется буква 6, вместо 6 буква ©, вместо с буква а 


и р а 2 2 


1. о -Ру=180° = т; 


2. зша=  51(8--71); 
зшВ = 51 (7- а); 
5шу—= эт @ В) 


3. с03а=: — с05 (8 |- 1); 
со В =— 605 (1-К а); 


с05 | == — 605 (а-- В) 


4. Теорема проекций: 


я М С о О О 
В а АЯ. 
2 хо Г р 

и 
9. -— _ —- 605 
о 
АЯ 
1 5 — с05 от 
О ВЫВ. 
$11 5 — ©0$ 52} | 
0 —— — 5Щ — 1. 
г $ 
со зщ, 
р, о -—[- В 
р == 310 о |. 


а=6.- с051-Р с. с0$8. 


0. 605 а -- @ . 6057. 
с=а'. в058 -- В. соза. 


5. Георема синусов: 


а: 0:с = та: зщ В : 51 1. 
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_ 6. Обобщенная теорема Пифагора: 


и = --с'—2.6.с. соза = {$1 с) — 4 .Ь. 


= 1-45. с. 
| = а*—2.0-4. 6058 = (6-1 4) — 4.5. 


= (с —2}*--4.с. ве 


ОИ 4.6. 605 7 = (а 5) — 4 ‘в. 


аа] ‚а.6. в. 


<. Формулы Непера: 


а 
С: 6058 — = 
2 


до: В, 
6-9: -=ы ма И к 
(а): а 15 =. 
8. Формулы Мольвейде: 
а.. 08 к 5 =©--9. 005 т, 
то-то). С05 ий 
6. с0 О-В ав 9 + 
О Е \ 
\ о =@©—4) 005 = (са). зщ т 
С в К 


9. Выражение сторон треугольника через 


радиус описанного круга: 


=. 7.51 а, 6 =2-1. 5 В, с=2.: зш 7. 
10. Полагая а--о-1- с = 2$, будем иметь’ — 
Я а — ос =2. еры | 
| ——а--6--с=2. о) 
ь+-У рт О 
2 б.с ’ 
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* 


И @—9), Е ь и. и 
р: 2 

ИИ 

2 


а в—. 


мт а`о0 
а (8—6). (8—5) АИ 
р р ВО с ао 
о 6-м _ в. 
| 52 м р. 
ти ($— а) О р - 
® 5 ее ВИС ь 


12. Площадь треугольника: 


вре Уз. 


13 —=4 А шп -Т 

. в — . “о рт ‘‹ Э5Ш те . 5 2 = 
: о р у 

14. $ —=А.т.: 00$ —— . 60$ — . 603 — 

ь 2 2 ри 


4 основных случая решения косотольных тредлольников: 
1. Дано: две стороны и угол между ними (например, а, 6 и 7). 


а-- В т а-Е В, а—В 
а У Е = г 7 
а Е о — | 
5 бе [у э а —-- В а -- 

$ = —_—_. я =. : о ивы 

8 р) о 2 ы В 2 о 2 
ит 1 
ЛИ ы ЗП @ 


О 


с =уУа-- 6—2 -а-6:- с051. 
2. Дано: сторона и два угла (например, а, а и В). 


о НЫ НТ, 
а О - 
3. Дано: три стороны: а, 6 и с. 
а--о--с = 25, 
ИЕ 8—5). ее 
т 
т И =“ 
С 2 8—а’ - 2 ЗО? 5 2 $— с’ 
Роу, р 2 __ 2 
или ЕН а а 
о. с 
2-1 аз — 63 
608 В = И. 
р: р 
аа Е ь 
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4. Дано: две стороны и угол, противолежащий одно из сторон 
(например, а, 6 и а). ПА 


-. Ь - зп а а - 5т 
оо 11, ст 


дадача возможна только при условии: 
| 9 5т а =а. 


Нели 6 - зт © = а, то В.= 90°. 
Нсли 6 зта<а и, кроме того, а<36, то получим два значения 
для 6 и, соответственно, два, треугольника (В = 180° — В). — 
Если 0 - 5 а<а и, кроме того, а > 6, то будем иметь только одно 
решение. 
Примеры. 1. (Для 4-то основного случая, соответствующего двум решениям (черт. 34). 


= Гребуется разложить силу 
В — 100 «с на две составляю- 


| в Зе щие, удовлетворяющие условиям: 
—— = 21 5 9, = 35° и РЕ=- 80 жа. 


м д РОЙ ВЕН ыы 
р 
__ 100. вт 35° 
и 80 ; 
15 100 — 2,0000, 
12 511 35° 20,7596 —- 1 
]5 80 -= 1,9081, 
12 91 2 = 0,8555 — 1. 
2, — 45,8°, 
р ре р а В та = 180° — з -- 134,25, 
9/1 == 99,29, 


Ум 30а < Гл 39 +00 дю вы чае чл чар быв ба в 
‚ 


— о 
Черт. 34. У та Я 
о. — 190: ма у, о, — 190: 5 у; 
ЕО о 
12 100 — 2,000, и 12 100 — 2,0000, 
1 эту, — 0,9944 —3, 19 811 у. = 0,2727 —1, 
2 зщ д = 0,3555 —1, 15 эт #=-- 0,8555 —1, 
15 0, = 2,3989, 15 0. — 1.13172, 
91 —= 137,7 в: (: — 20,3 из. 


2. Три отдельные фазы переменното токз: 
О Е 0 © $1 (225), } 
$ — №. зп (и — 1205). 
88 —% * Ш (40 -— 240°), 


‘должны быть соединены по данному на черт. 35 эскизу. Какую величину к фазу должен 
иметь замкнутый в цепь ток? 


Результат получается графически, сотласно черт. 36. или путем. следующего 
зычисления: у 


и. —= %* [511 (11) — зщ ($ — 120°)]—.[з10 (0) — эт (#).с0$ 120`-1-608 (124) 511 120°] ==. 
а ®. У 3 [51 (ий. =. УЗ -1- еоз (ид. > 1=% + УЗ «в (1%: соз 30° = 
| | -- с05. (08) эт 30°] =#. ИЗ 5 (шф -- 80°), | 

ню — | 


= — 5 


в =. (ы# — 120') — ва (мё— 240°)] = УЗ. 5 (01-Е 90°), 


$ — 8 — = —=% [310 (12 — 240°) — за (и ] =&. Уз: ЗП (Е ое 1505). 


О значения тока в цепи равны максимальным значениям каждой 
отдельной фазы, умноженным на И 3. Относительно последних эти значения сдвинуты 


на 30°, а между собою на 120°. 


` 
а 


2 
а 7 Г 
| р-А 
/. 2 . 
РК У 
й 
о ЧА 
ыы 
Черт. 35. | | | Черт, 36. 

3. вос 0=4. Фо о 1 и г а 
51 Ф, с08Ф _ 1 на 2. Зпф. 603 © зт (2$) - 
со © ‘шо 51 о-009Ф° ’ | 2ф = 30°, ф == 15°. 

зп м. ]5 36 — 1,5563, 
4. М 12 с 30° — 0,2386' 
_ атс 2 ате у == 1.0472 | # -у=60? 1,7949 
зи с -- а у 1,88 +1 Роя 
Е ЗА ЗЕЕЫЕ ош ре, одомие че ира В БЫ * Е. [1 
зи я — зшу 188—1 11 ле а р, 
Е: - У. а я —и г Е = у — 0,7535 
2 а и 
ыы а ух | . ттт А. о 
2 со РИ. даа =" 518 — 10,0°, 
у 2—у__ 36 т 
и 15 5 . © 5 Е И ? \ о горе 30,0 3 
с ИУ. 36. се 30° 2 — 40°, 
- 2 11 я 20°, 


5. Построение улов при помощи трионометрических функции. 


Построить на оси Аа при точке А угол в 23° (черт. 37). 
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Наносим на 0ви Аж от точки А отрезок АВ-1 вовставляем 

в точке Б перпендикуляр ВС == № 23° == 0,494 и соединяем точки Ан С. 

= Для построения этого угла можно 

мы было бы воспользоваться также и си- 

нусом (черт. 38). Для этого на оси 

Ах ‘нужно было бы нанести от 

. 1 

точки А отрезок АМ = —, опи- 

7 

сать из точки М радиусом АМ по- 

зуокружность и найти точку Ш пе-. 

ресечения последней © дугой окруж- 

ности радиуса равного ут 28° — 
— 0,391, описанной из точки В. 

Черт. 39. Для построения малых углов 

практически лучше пользоваться тан-. 

генсом, для постровния же больших углов’ удобнее пользоваться си- 

нусом, | | 


В. Обратные круговые функции. 


Функции обратные тригонометрическим называются „обратными 
круговыми функциями“ или „циклометрическими“, | 

Функция У = 5 5 есть прямая функция; обратная функция пишется 
в ВИло: 2 == аго 91 у; читается она так: аркус синус у; следовательно, 
т есть дуга или угол в дуговой мере, синус которого равен 4, 

Так как период синуса равен 2 (ем. стр. 101, пункт 7), и, следо- 
вательно, у= т (2-й. 2м^), то будем иметь: -® = ато п у 2%, 
Далее так как т (п — 2) = зщ 5, 10 х= — мс эп У =Е (2-1). т. 

Таким образом, можем написать: 

у=зш 2; м —= атс зщ у--2.в. д = — агс эш 9-5 (2. Е--1).х; 

Ч = ©03 5; 2 — атс 005 у 2.К-к= — атс 605 У 2 ей. т; 

9 = № 4; = ЩУ-К. т: | | 

3] == © 0-2, == аге 0 у-- К. т, 
где через & обозначено произвольное целое число. 


у у р 
Далее, из равенства у=5ш х -=с0$8 > — г следует: 
- у" 
74 


ие . 
&агс С0$ @ == т — ато 5 д 


| т 
Из равенства у = © 2 = с (> вв } следует: 


25 1 
атс {0 х == -5` — ате 9 5, 
п 
‚ате 0 х ==> атс в, 
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Из равенства / = ва = следует? с 


1 
Со 2 
1 
атс {© 2 = атс 65 —. 


Разумеется, и прочие соотношения, выведенные для тригонометри- 
ческих функций, можно обратить в соответствующие соотношения для 
обратных круговых функций. 


‚©. Гиперболические функции. 


Вналогично разложениям в ряды тригонометрическях функций 
(ем. стр. 128) | 


О р’ 
т Е Г Я те 


и’ 
| сор и 
ряды вида : ;: 
е? ое ое Ф (03 0 (07 
ПИ Пи 
р И А 
2 я. и 


пазывалотся разложениями „гиперболического синуса“ (35 $) и гипер- 


85 Ф 
болического косинуса (сп <). Отношение т называется „гиперболи- 


й Я 
ческим тантенеом“ (11 $), и отношение т --— „гинерболическим котан- 
Ф 
$ 


х 


генсом“ (65). 1 | 

Наименование „гиперболические“ функции происходит от геометри- 
ческого смысла последних, 

Подобно тому как тригонометрические функции могли быть изобра- 
жены различными отрезками в круге (ем. стр. 100 черт. 22}, таким же 
точно образом можно и гиперболические функции представить в виде 
отрезков, но относящихся уже к раввосторонней гиперболе, 

ее? 
2 


Из равенства сйФ = следует: 


2-е? вое? 1, 
е? = сп ф-- Ус? ф — 1, 
=: 1 {п о-- Усе — 1} = ВА 
е/ и св? @ — 1 
Положим (черт. 40) ОА ==Т и 0б0значим координаты точки Р, ле- 
жалей на гиперболе, через х и у: ОР, =з, РР, =у. Тогда удвоенная 
площадь заштрихованного гиперболического сектора ОРА будет равна: 


Й 2 
И —1 
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Если обозначить эту удвоснную пдошадь через $, тогда после 
вычислений будем иметь: ж = с№ ф. Подобным же образом получим: 
Я == 5В $. Итак, 


РР, ==зВ 0; ОР, = во 


1 
АР = Во. 
с. 

Аналогичное имеет силу и для тригономотрических функций: соот- 
ветствующая функции дуга — угол в дуговой мере — численно равна 
удвоенной плошади кругового сектора, так как радиус круга равен едн- 
нице (см. черт. 22 на стр. 100). 

Б то время как вВ Ф может прикималь любые положительные и отрн-. 
цательные значения, изменение прочих гицерболических функний огра- 
ничено следующими условиями: 

у и 1 = — 4 ‚ 
пФ, пох —1 ох 1 < ево. 

Первод гинерболического синуса и гиперболического  косннуса 
равен 2.п.6; период гипербодического тазтенса н котангенеа ра- 
вен п`1; следовательно, этн периоды — 
МНИМН. 

Аналогично ‘соответствующиы форму- 
лам тригонометрии, для гинерооличееких 
функций имеют место следующие соотно- 


шения: 
и 2 662 ф — 582 == 1; 
= 
$1 © 
11 Ф ее ОИС 
| ел о 
ой 2 
С. 
. $В 25 
А 
. ТТ. 1 и АУ Зы у мы - в ‚` е 
черт. 40 СВ ФЗ ф == е®; 
ей ка ==: $8 а ВЕ р 


% а а А Г. ` а Б . 
Связь межлу гинегболическими и тригопометрическимн функциями 
уставан аВзестоея при пОмеШи соотБОТСТВУЛИИХ разложений $ Ады 
Г ча 1} м, } 


4 Ра п 
$ > | 5 1 мере фа 
` = 


Га == - Ут 
ара БТ ЕТ ли гм ма О а Я Зо ут бу та трал гг 
ета оВЯЗь запаж обоя сд ЗУННЫИ СОбугр ош’ 


эре 


з. 2 с 
ду 
7 > В 


4. - 
сб ф= 608 (1.0); 603 ф == с ($), 
(2-0) 
$0 @ф== Зы ты; с ф= — (2. Ф)» 


о: По о =! 106$) 


м , арены лье ъаночилиттыо 
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У. Вычиелительная поактика рядов. 


Математическим рядом вазывается велкая последовательность чисел, 
следующих одно, за другим но определенвому закону и соединенных 
друг © другом в алгобрайческую су м 

Чаела лослеловательности 1, 2, 3,4,..., п,... растут безгранично.. 
Говорят: число и есть величина „бесконечно большая”; это значит, что 
п» но величине может быть сделано больше любого наперед задаиного 
числа. о в последовательноети 

] 1 И Г. 
) 2’ И Е 

ты | 
чиело -_ представляет собою бесконечно малое число. 


Числа, из которых составлен ряд, называются „членами“ последнего. 

Ряд назызается „конечным“, есля чнело членов его конечно, и „бес- 
конечным“, —если он еостовъ яз бесконечно большого числь членов. 

Сумма конечного ряда, члены которого имеют конечные значения, 
всетла конечна; например: 


1-2 8--4--5-...-- 100 = 5050. 


Сумма мо бесконечного ряда, всякий член которого конечен, может 
оказаться, смотря но случаю, вочичивой козбчной или бесконечяой, 
причем мод „суммой ряда“ понимаотся предел, в которому стремится 
сумма ® первых членов ряда при нбограниченно возрастающем п. 
Сумма ряда 


0,3 -1- 0,03 -- 0,008 -| 0,0008 о _ до бескокечности 
1 
разна --, Потому что если мы расемотрим выражение 
4 т з © 


Г) ез }} 
ан ИА 


тг ТВ Г 108 Га Г "ТО" 


1 
то вемелленио зачечаем, ТО оно стремитея в 3 Когда, И безгозня ИЧНО 


возрастает. Сумма, таким образом, оказысается козочной, несмотря на 
то, чо число ряда членов ряда бесковечно гедико. 
‚Также конечна а сумма ряда: 
Ги 1 1 
ао. 
д = 


’Сумиа же рада 


ее. 
[7 З $ 7 НИ Е ев фо и Г К ЗК "| % 
при неогравияченно т й стремятся в бесконечности, значит 
Она „беекона‘ но Велака”", есмозтрия ва то, что пра возрастания 9 


1-й член рядь стремится в нулю, т. 9. становитея величиной „беско- 
нечно мазой“. 
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То обстоятельство, что сумма бесконечно большого чиста слагаемых может все-таки 
иметь конечное значение, —на первый взгзяд кажется противоречащим здравому смыслу 
(состязание в беге Ахиллеева и черепахи). При ближайшем же рассмотрении этот факт 
оказывается само собою разумеющимея и вполне обосвованным. В противном случае 
никакой скорый поезд ве мог бы догнать медленно двигаюшийся товариый поезд. Пусть 
скорый поезд имеет скорость 60 хи/чае и товарный 39 ям/час. Допустаям, что товарный 
поезд находится на 40 хм висели скорого. В 10 время как скорый поезд пройдет эн 
40 км, товарный поезл продвинется на 20 хи, и таким образом, новое расстояние между 
поездами будег составлять 20 ии. За время, в течепие которого скорый поезд покроет 
эти 20 ям, товарный поезд уйдет на 10 ®.и, И следовалельно, останотея впереди скорого 
на расстоянии 10 ки. Повторяя сколько угодно раз подобные рассуждения, мы увидим, 
что товарный поезд постоянно будет оставаться впереди скорого, ив последующие 
моменты времени расстояния между Ноездами булут составлять 


5 5 5 5 5 
19° 16 35 
и т. д. километров. Хотя каждое отдельное расстолние и становится все меньше и меньше, 
однако оно не обращается в нуль. Может ли, одедовательно, скорый поезд догналь 


товарный поезд? „Нри нашем способз рассуждения путь, пройденный скорым поездом, 
представляет собон сумму следующих слагаемых: 


40-- 20-110 -1 БЕ -.. 


По формуле суммы теометрической прогрессии (стр. 119) сложение членов этого ряда, 
продолженного до бесконечность, даст следующий результат: 


5 


1 < 
я в. РУ 1 0 : 
$5 — а. Ит -е —= 40. 40. — = 80 ки. 
—© 1 4 . 1 
2 , 8. 


Если же ограничить эту сумму каким-нибуль определенным чнелом членов, например 
остановиться на члене, стоящем на месте, номер которого равен одному миллиарлу, то 
значение ее составит менее 80 ки; это будет означать, что скорый поезд еще пе догнал 
товарного. Только если не ограничиваль сумму определенным числом членов, т. е, если 
взять бесконечно большее чнело слагаемых, то значение ее будет в точности разно 
30 и.н, и скорый поезд догонит товарный. Подобным же образом сумма ря а 0,3--0,03 --. 
-|- 0,003 -- 0,0003 --... только при „бесконечной большом числе слагаемых составляет 


5. Каждый интеграл ведь то же самое представляет собой „сумму“ (точнее — предел 


суммы) бесконечно большого числа слагаемых и т. ц, 


А, Нонечные ряды, 


Наиболее простыми и вместе с тбм наиболее важными из конечных 
рядов являются так называемые арифыетические и геометрические ряды. 


ъ 


Арифметические ряды (арифметическая прогрессия). 
Арифиетимческим 200% первою порядка (или арифметической 
прозрессией) называется ряд, в котором разность любых двух послело- 
вательных членов имеет одно и то же определенное постоянное вначе- 
ние. Например: 
| ето, К 
а, аа, а-1- 24а О 1). ад а--и,а, 
Я @-|- (и--1).4.... 


@ -- называется первым членом, 4 — разностью прогрессии. 
Каждый член арифметической прогрессии является средним ариф- 
метическим двух соседних с ним членов, 
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— м член прогрессин выражается через” первый член @, через число 
_ члепов п и через разность прогрессии Я следующим образом: 


‚2%. 
и-ий член = (и—П. 4. 
Сумма я первых членов прогрессии выражается формулой: 


В чи ао ++ ®-№.8}, 
2 } 
ми | > 
У (@а--в. а) =, 
Е —0 
_ Примеры: | 
& =1000 1000 } 
. и За 1000 = аи о ово 
ро 500 
Ро =2--4--6--8--.. и 1000 = 75. (2-1 1000) = 250500, 
К — 500 . 500 
ХЕ — = 34-57 ‚45909 = 55”. (Е +989) = 250000. 
ее 


Арифметические ряды высших порядков, 


Рял, составленный при помоши образования разностей двух поеледо- 
вательных членов данного ряда, называется разностным рядом относи- 
тельно данного ряда. Подобным же образом можно образовать из этого 
разностного ряда в свою очередь новый разностный ряд „второй“ раз-. 
постный ряд относительно основного ряда, из второго разностного ряда— 
тротии и т. д.: 

Ем о о 15. 50-158, 391, Пообвовной ряд 
1, 4, 1. т о 106, 229,... 1-й разностн. ряд 
| 3, Е 3, 6, - | 30, 69, 123, ооо 2-Й я э 
— 6, 9, 24, 39, 54,.., 3 о, ы 
| и” [5, 15, еб. | 4-Й р 5 
ОО, И 


Если и-Й разностный ‚ряд состомь ‚ одинаковых Е то 
основной ряд называется арифметиче ким О п-го порядка. Дачный 
выше основной ряд —есть аи метическай ряд четвертого порядка, 
| Ряд п-го порядка определяется однозначно при помоши начального 
члена А, и начальных членов а, б;, с и ть д, всех разностных рядов. 


| Я бо Я. Я и в | м (1; ва о 
| Е $ @: ззэ 
Сумма и первых членов выражаетея формулой: 


у. »=(“}- А) +)“ + 3 + ( 1) -а+... 
ие... | О Я 


т 


Следовательно, лля данного выше числового пример» нмеем:. 


| 7 Им) 
иен). 
==7.2--21.1--35.3--35. {-— 6) 1-21. 15 = 
== 14-21 -|- 105 —210 -- 815 = 2465. 
Проверка:. 
2---8-7--8-- 15 -- 52-2 15$ == 245. 
Жоли в многочлен я-й стоненн | 


(2) = А. =” -- В О. о -=... 
“ще 
подставим вместо 2. носледоволельно ватуральные числа 0, 1, 2, 3,,., 
то соответствующие взначеная многочлена #(0), #(1), Ё(2), Г(3),... 
дадут арифметическии ряд и-го порядка. 


Нримеры; 
я— я : 
12181-22. 82-|-, Ей = 
ео 
==1-|-4-|-9--16-...-- 
35 7 
т: 
ры | р | | | 
2 п [5 8 (и -—1) 
ге | в ( ан ————.3 
24 а а. Е т 
‚Я В—Ъ. (9—2) — | 
1.2.3 г. 
93 и? э 1 
В ИЯ Г И и к 
ух З | 2 6 ку. 8 18 (". (2% -|-- 1}; 
ги | 
ай ы о ИЗ т ; 
2. аа, а. же 1}°. 
1 4 2 4 4 


геометрические ряды (геометонческая прогоессия). 


Теометрическим рядом (или зеонетрической прозрессией) назы- 
вается ряд, в котором отнешение каждых дзух любых последовательных 
членов имеет одно и то же определенное постоянное значение. 

Например: ` 

в 0, 12, 24, воо 
‚ ва. &- 9, в. 68... 
& называется первым членом, Ф называется знаменателем прогрессии. 

Каждый член прогресени продетавляет собою среднее геомегри“ 
ческое двух соседних членов. | : 

"-й член геомегрической прогрессии выражается через первый 
чтоы а, через число п и через знаменатель прогрессии ХФ следующим 
образом: 

8-й чдея 52 @ * ф” м 
318 


Сумма и первых членов выражается формулой: 


И УГ: 
8 =а: т 
ее 
— что видно из следующего: 
. | м о ее, 
ПИ о ооо ео 
$ (1— $) =4(1—$°) 


Стонмость нозых мадиин на фабряке составляет 450 000 руб. Ежегодная изнаичвае- 
Ч | | 
— мость их определяется в 10°]. стоимости. Вак велика будет их сгоимость через 10 дет? 


| Через 1 год: — Через 2 года: Через 10 лет; 
К, ==450 000. 0,9 К, — 450 000 . 0,9%,..., Е = 459 090 : 0,90, 
К. == 450000 ‹ 0,3 8 -= 157 100 руб. < 


Применение к вычислению сложных процентов. — 


Исни капитал К, помещен по р сложных процентов в год, и проценты причисляютса 
х капиталу в коине каждого хода, то сумма капитала и процентов по истечении # лез 
зыразится формулой: 


73 | 
- В к т 
Ка уедет К о (1 -= 100 се К 9’ ру 5. ы 
Если причиеление процентов производится каждое полугодие, то вместо иножителя 
2 | 
=1-|- = будем иметь множитель 1 -|- ее п вместо показателя п -- показатель 27; 
7 


при причисления суммы процентов по четзвертям года соответственио будем иметь: 
) 4 
Е -|- д и 4пит. д. Если представим себе, что причисление процентов проноходит 
непрерывно в каждый момент, то вышенаписаниая формула нрэмет вид: 
= й о 3 

Если в конце каждого гола будут причнеляться ие только проценты 3% истекитий 
период, но сверх того дополнительно вноситься (или, соответственно, выплачаваться 
вкладчику) еще н чекоторый капитал в & руб., то будем иметь: 

и 
ВВ. О пя. ——, 

сли сумма в 5 руб. бужет дополнительно вноситься в начале года (начиная со 

‚иторого года) (или получаться обратно), то конечный капитал А» будет приблезительно 


на 5 руб. меньше, имеяно: 


8 
ны 1 о —@ 
Ку = Каши. - и 
4 —+ 
При К, ==9, т. е. велн в первый год будет внесено © руб., будем иметь 
а* аж | | 
К, =8.9. РИ {формула сберегательных #2сс}. 
Иели кацитая выесхе с процентами через и лет вымлачиваетол одисвроменно, то 
а 1 
о Пе чи 6, 
 и-0 
` Капитал в И, ру6. зычлачивается в течение я дет, воли при 4 #1 -|- 5 еже- 
тодная сувма погашения состаздает: | 
| < 
88.0% -—— рб. 
$ @ в аи | ру 
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Пример. В чечение Изкого времени будет исчерпан капитал в 50 000 руб., вели 
в конце каждого года брать по 3000 руб.? р — 41|. сл. процента. 


п 
—1 
71 | _ 1,045". (1— 0,3) —1, 
р 1,045” — 1 ` 1,045” = 1,43 
=) 0 .‹1, 2 х 2 исх - т г . 
0 —20000 . 1,045 8000 605, 
1,045” совет и. . 1,045” сть 1), |5 1,48 + 0,1553 


0,3 ”— 11,045 — 0.0191 = 8718 года. 


В. Бесконечные пяды. 


Если „сумма бесконечного ряда’ имеет конечное значение, то такой 
ряд называется сходящимся; в противном случае — ряд будет расходя- 
щимся. 

Примеры; 


 0,3-- 0,03 -|- 0,008 + 0,0003 -Н... = Е есть сходящийся ряд. 


1 1 - 
П. 1-- 5 —- =) | - += --...==00 есть расходящийся ряд. 


Если мы вместо всего ряда возьмем только три члена его, то, оче- 
видно, сумма этих членов будет меньше суммы всего ряда; ошибка, 
которую мы при этом получим, выразится разностью 


= — 0,383 —=8< 0,0004. 


Если мы ограничимся пятью членами, то соответствующая ошибка может 
быть оценена неравенством: д < 0,000004. Сумма бесконечного сходя- 
щегося ряда может быть оценена с любою наперед заданною точностью. 


Требуется вычислить число е (основание натуральных логарифмов) с точностью 
‚Яо седьмого десятичного знака, 


1 
РЕ | | — — П пото ы 
1; ет = 0,00138889: 
ыыы - — 0,00019841: 
1 1 
нк --- =0,00072430; 
= 1 в 0,00052430 
1 1 и 
51 = 0,5; г = 0,00000276; 
1 


= 0,00000028; 


] 


ыы 
<») 


! 


ыы 
| ы 


== 0,4166667; аи = 0,00000002; 
1 ИН ©‹ е 1 Ат д 
Г = 0,00883388; о 151 = 0,00000000; 


`` 6е=2.11828188. 
При различных вычислениях, прежде чем пользоваться рядами, 
зоегда следует решить вопрос — сходится ли данный ряд или нет. Из 
условий сходимости получается, например, что ряд | : 


Е. а НЫ НК 
а ее... 


о АВ тб 
сходится только при значениях я, удовлотворяюших условию: <Я == |1, 
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Только при указанных значениях @ можно пользоваться данным рядом. 
Гри прочих же значениях 2 пользование этим рядом приведет к совер- 
шенно неверным результатам. | | 

‚ Рассмотрим сходящийся ряд: | 

п о 

Отдельные члены этого ряда убывают очень медленно. 

Сотый член равен 0,01, тысячный, 0,001 и т. л. Для численной 
опенки значения ш 2 этот ряд поэтому неприменим. | 
| Для практических вычислений пригодны только такие ряды, при упо- 
 треблении которых можно ограничиться небольшим количеством чхенов, 
причем ошибка’ не будет превосходить наперед заданной величины. 
В этом именно смысле говорят о быстро и медленно сходящихея рядах. 
При помощи вычитания ряда ш (1—2) из ряда ш (1-2) легко полу- 
чим ряд: 


1-х м Е Пе 
1 М 24 м р. “ “общест ати Е оо 
° следовательно, будем иметь: | 
т 
ева | + 
Е 3 
1 1 СЫ 1 1 
ое | Татр 75309 та | 1948617 Г `` . те 
0,012346 
0,000823 


0,000065 Ш? = 0,69314%, 
0,000006 №2 = 0.698145 . 0,48420; ==0,80108. 
0.000000, 


2. 0,34657. 
Похобным образом иногда, при помощи оответствующих преобраз 


ваний, из медленно схохящихся рядов можно образовывать быстро ей 
лящинеся ряды. 'Гак как 


[2 (6 = Ш Ё *(1-+ =) ий +в (1+2), 


то, пользуясь тем же рядом, можно для любого значения м Вычислить 
один за другим соответствующие логарнфмы. 

Вее приближенные методы вычислений основаны ина вычислении 
суммы небольшого числа членов быстро сходяшегося ряда. 


т 


Условия сходимости. 


ПР. < о 


Бесконечный ряд сходится, если сумма членов его, следующих за 
п-м членом ряда (остаток ряда), при неограниченном возрастании и 
°— стремится к нулю. 
| Пример НЕ А В ряда 
1 += +5 На в. Е рН ео 
га |: | | 121 
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показывает, что, хотя Нез и, =0, т. е. хотя отдельные члены ряла 
и стремятся к нулю при неограначенвем возрастании п, одвако это 
условие еще не является достаточным для схолимсети самого ряда. Этот 
ряд расходитея потому, что остаток ряда при неограниченном возра- 
станиа п не стремится к пу. В этом легко убедитьея путем наже- 
следующих вычислении: - 


й — раз 
1 № $ Е 
р пя а в яя он 
| 2 — раз 
Е 
ЛИН 
т 2 [и 2 он А 


т Я = о = со 
Е ОНА оао 5 5 5 и 


В противоположность гарновическому ряду — ряд 
т 1 и 1 1 1 1 -- ; 
р СУ, У 
сходится (- в) нес? Е ва 10, что каждый из рядов 
1 1 
ЕЕ + =... =00, 
5 < 
Га 
1 1 | 
мы 


в отдельности расходится. 

Такие ряды, как только что рассмотренный, т. е. ряды, которые 
схолятея в то время, как ряды, составленные из их положительных и 
отрицат: зльных чзенов в отдельности, расходятся, назывзаютон слово 
сходлицимиея рядвми, в противоположноеть рядам безусловно сходя- 
ицися, облодающим тем свойством, что сходятся и суммы абсолютных 
водачан их членов. 

Общего признака, применение которого в любому ряду нозволяхо бы 
без лальнейших рассуждений судить о его сходимости или расходимости, 
не. существует. Определение сходимости ряда часто бывает делом весьма 
трудным, | 


=. 


Признай сходимости Кови, 
[ 


Ряд а, -|- а -Н а --... Ра, ра -Н.е. 


„сходится безусловно“, если, начиная с какою-нибудь члена, отношение 


Я ЩЕ 
Е двух любых последовательных членов ряда остается по абсолют- 
СД . 
в 
но величине меньше определенной правильной дроби , # > 0. 
Указанный признак недействителен, вели это отношенае остастея 
просто только меныше единицы; необходимо, чтобы можно было действи- 
тельно указать определенное чиехо Ё, строго меньшее еденицы, т, 6, 
и | 
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’Для случая гармонического ряда 

1. 1 
| | аа... 
4 2 | 
_ который, как известно, расходится, отношение двух плеледовательных 
‘членов постоянно меньше единиды. Однако для этого отвошеная н6 
_ существует такого значения к < 1, чтобы отношение при неогранеченном 
возрастании ® оставалось постоянно меньше ‘№; в самом деле, при 
‘возрастании и это отномение стремится к едвнице. 
°— — Для ряда 


в НИЕ 
Е А ОК 


> т. 
— почивая с й=а 2. те %`>0, отношение я будет вметь вид: 
| . ` Е. у м 
о 1 $ 28 
т ———що ыы <-> т ЕЕ ® 
О п Я 
| Для этого ряда, следовательно, условие Коши выполняется: 
} - г 
0 
й = о 
ж--1 


Кели такое определенное значение & < 1 найти недьзя, то ряд может 

бить как схоляшимея | 
| 1 ПА 

о) 


тах и расходящимея: | 
1 1 1 

1- — О и ...)- 

на. 

1} таких случаях вопрос должен быть решен каким-нибудь другим спо. 

собом. Например: | 


1 ОА 
1.2 В а С 
{ Мы 1 1 1 1 
у мамы в. -=- нь (=) 5..2, 
| ро" СИЕ Ел ла 
| | | Я т 
| Для данного ряда отношение ———, узвеличиваясь, стремится 
бл 


к одикице при неограниченном возрастании 2. Поэтому соответствующей 
дроби < 1 кайти не предоставляется возможным. | 
Ряд сходится, если, начиная © определенного вомера, его члены 
по абеолю?ной величине меньше соответотвенных членов другого ряда, 
сходимость которого уже известна; 
р 1 и Е Вы, 
ото Юва 


[рые Ф 1 
следовательно, рассматризаемый ряд сходится |= ди 2=0,11328 - 
Ряд, состоящий из положительных и отринательных членов, схо- 
датея дезусловно тогда и только тогда, если сходится ряд абеолютных 
величин его членов. 
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Сумма положительных членов и сумма отрицательных членов условно 
сходящегося ряда, рассматриваемые каждый в отдельности, предста- 
вляют собой расходящиеся ряды; напротив, для безусловно сходящегося 
ряда оба эти ряды (каждый в отдельности) сходятся, 

В безусловно сходящемся ряде можно как угодно изменять порядок 
его членов: величина суммы`его от этого не изменяется. 

Сходимость и величина суммы условно сходящегося ряда зависят 
от порядка его членов. Из ряда | 


| 1 1 1 | 
] п но. С В ме 6 } 
Ре И 


переставляя его члены, можем образовать ряд: 
. АУМ о ИТ 
нае ие 


1 р в- 1 : г 
а Ур, В 
ЕЕ р иг... 


Этот ряд остается сходящимся потому, что его сумма меньше суммы 
ряда | | 


АИ 1 | 
Ра. з 
Если вслед за р положительными членами следуют й отрицательных, 
то по формуле Дирихле сумма его определяется выражением; 


уе ‚ 12; следовательно, для данного случая будем иметь; 
У2№ш2 == 1,414. 0,693... == 0,980... 


Разложение функиий в степенные ряды. 


Теорема 'Тейлора. Пусть Г/(52) есть какая-нибудь данная нам фор- 
мула, содержащая — наряду со знаками действий и числовыми коэфи- 
циентами — букву независимого переменного 5х. Далее, пусть внима. 
тельное рассмотрение этой формулы ](2) обнаружило, что ее первая 
производная 7’ (2), вычисленная согласно основным правнлам диферен- 
циального исчисления, остается конечно коль скоро независимое пере- 
менное 2, обязанное принимать всякие значения, даже и комплексные, 
будучи изображенным в виде точки на комплексной плоскоотн, остается 
внутри окружности с центром в точке м, и радиусом В. В этих уело- 
виях окавываетея (теорема Сурса), что функция Г(2) имеет не только 
первую производную /’ (5) конечной для х ==. но что она необходимо 
имеет и весе свон производные ]” (5), Г” (%),... также конечным для 
2 =, и, что важнее всего, имеет силу следующая формула, называемая 
разложением Тейлора: 


у ри ®- 8 де 
Р(ао 5 В) = Ла) + Г в -Н (а -.. +21) -..., 


причем ряд, стоящий в правой части этой формулы, необходимо оказы- 
вается абеодютио сходящимся, коль скоро модуль числа й, т. е, ||, 
будет меньше радиуса АЯ, т. е. если < В. ? 
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= 


5 ей | р 
Пример. Возьмем формулу 7 (%) —= ——_. Ее производная 1’ (=) — — — ——. 06- 
ращастся в бесконечность лишь при д — И—Ттиж=-И-Т 


°  Эвазит, полагая, например, 2 —=Ои имея в виду, что / (0)—1, /”(0) ==0, /'/(0) = —2, 
['"' (0) = 0, [""* (0) = 24,..., мы находим справедливым равенство: 


А 
й 4 (1) =1-— 2-м — 6-8 --... 
. 
| 
ф 


3 


причем ряд, стоящий направо, сходится абеолютно для п <1, потому что в круте 


© центром в 0—0 и радиусом 1 пет-точек, где пергал производная / (2) была бы бес- 
конечной. 1. 


восходящим степеням буквы 1. Особенно это разложение удобно, когда 
— рочь идет о действительных данных, т. е. тогда, когда и функция 7 (<), 
° дойствительна, и действительны числа 2 и й. Вэтом случае, останавли- 
’®° вая разложение Гейлора на п-м члене, мы имеем для его остатка, №, 
два выражения: 


|. Мы видим, что „разложение ` Тейлора" есть бесконечный ряд по 
‚ 


Я р9-г1 НЯ 
В И а... = 


(ЕВ! 
'‚ 7$ 
= И | (1) (&% --й.й) (форма Лагранжа) 


7. 
й” г О —1 (=) т 
= И (1—1) Г -НА-А) (форма Коти), 


гдо через 2 обозначена некоторая правильная дробь. 

Разложение в ряд 'Гейлора остается справедливым и для д-==0. 
Положим 2 =0 и А =2; тогда получим частныЁ вид ряда Тейлора, 
Который носит наименование ряда Мак-Лорена: 


бе) = (0) т - Го -... 


Примеры. 
; ; И 2% ] 23 28 , 
1, 5 (#) = зщ (0) -|- —- , с0$ (0) — —. в (0) — —_. 005 (0) -- — : зщ (0)... = 
11 2! 3! 4! 
х 53 5 27 } 
=итяти сит... ; 2 200 число. 
> Г 
9,26-10073  0,26910075 —0,96910077 
т (1552576) —0,2 С. 


— 0,2691007 — 0,6032478 -|- 0,0000117 — 0,0000009 — 0,2658546 
{3 члена ряда дают результат с точностью до 7 десатичных знаков). 


Если напишем: эт (2-й) = яв -- А. с03 2, то получаемая при этом ошибка 
й2 | 
будет меньше, чем 5 ‚ Потому что $т (2 -- Ё о й) = 1. 


ь. УГ 
А 180 — 0,017 ошибка будет меньше 0,00015. 
ЛА ЕЕ 0:15 = 0,00029 ошибка будет меньше 0,000000042, 
Исли продиференцируем ряд йе 
| —8 паи — © $ 
Е ео 
то нолучим ряд: | 
“. О. 2% 
608 & =] -- Ва любое число, 


Найденный ряд можно, конечно, получить и непосредственно из ряда Мак Лорен 


2. г (4) = и ==7(®) = @) = = (®) = ИИ 


)=...; 
функция Е? и 


все ее производные для 2х -=0 имеют значение 


ение, равное единице, Следова- 
тельно, будем иметь; к 
НЕ + 308 2'3 
е = Ры Е -...; 2 — любое число. 
11 2! 3] .- 
с (х) #2: з гу в 2 (2) —. . Ф о (х} = Рен ть - т: 5 —> 1 у 2 
® 7 ‚-С физ > Г _. г с. и г] 2-2 в -|- ею э ое 


Все производные при х— 0 привимают бесконечно большие значения. 


Следовз- 
тельно, ряд Мек-Лорена в даниом 


случае исиримевим. Разложение в ряд Тейлора дает: 


й р АЗ А 
ш(1-- В) = №1 ая Са 1-2 в З-на 
7) , 8 
ра 138 С. 
2 1 8. мени ах озу. ЗДЕСЬ [| < 1. 


д. а) = (@- в), ” (обобщение формулы бинома Ньютона}. 
(&-- а" -- — от. «7—1 та т.т — Пост —2 | 
-- . И С --.. 
(© биномиальных коэбикиентах см, стр. 87). и 
Не ---5. = : 5.4, Е — Е 3. @3 -|- 
+=—= т ОА “т и 


== 28 -|- 4 + 04.6 -|- 10. 48. 5 0,8. 55.6. м0. 


Ряд будет конечным, если м 


представляет собой целоз положительное. 
протавном случае ряд бесконечен. 


чиело, 


73, чт сы РЕ) ХТ бе НН Сори ; 
п -- в)" - а] —- — . А -- о 5 Ъ) о #3 -- _ а (т 4 . - т 2} 


Последний ряд сжедится для любого т при В, уцевлетворающем условию-1 < «ТЕ 
5.4 еле ПТ. 
} п = ТЕ. А — „йе — < ем ПИ 6 
. и 1.2 . ГТ, 5.8 2.0.4 | 
‚3.2.1 


д. ‚м 
а № = 1-5. й-- 19. №10. 8-5. 6-Е И 


$ 


3 
ыЕ т | 
5 ре > 
1 1 5 
За ей ЕЕ РЕ ИАС 
А -- а Е О 
(1-5) у Я и ЕЙ т 
125 8 


5 м #3 
Е. 
а бская- 


` 4 
РУ С (=) = 1.-- 0,02083, > 0,00042, = 
+. 0.60001; -— 0,09000, == 1,93041.. 


8 ждете 
У 63 ==4. 10201, 2х 4,08485. 


0—1 1 с 18 1 О 
за А А В рат ЧЕ ЛИ ЕН 
По У И 5 + Е г) -| г сходится 


для всех положительных значений 5. 


(2—1), @— 1 


14. Ши=я—1— р --... оходитея при условии 


НЕА - 
| | ® а А 2 _\ 
15. Ш {(@а- <) = Ша. |. а —. —— 1... | 
и Е 2-52 (8 \2а- те ие! 
сходится при условии —а< д< --со(а есть положительное число). 
Геометрические ряды (особые случаи разложений степеней бнномов). 
1 


“ 


16. т = е-Е: а? 23-Г... сходится при условии —1<%5<-!|- 1. 
1 . 
п х 8 3... 
17 т. ее 58 
я 1 1 23 1.3.5 
18. 1-х == 9—9 т, .. 
° у и 2.4 я 2.4.6 у 2.4.6.8 ри 
- ее при а: | | 
1.2 1.2.5 1.2.5.8 
1 Ри 4 зщ у С д ри ое еы > 24 « оз 
в УЕ = и 3-6 СНВ с 
сходится при т 1 ==, 


Разложение в ряды трилонометрические функций. 


.5 и: 
И и 2 выражен в дуговых | сходится 
гв и 3! В И мерах 
для всех значений =. 
2? И О 
ПО = 5 -- — АЕ] --... сходится ддя всех значений х 
4 ён т 62 


— 2°--... оходится 


т т 
при условии — => << - 3: 


57 Л | 3 1 1 З 2 25 1 56 
СЮ - |5 я -- ды -- р —- 55 ® +...) вхо 


98 
дятся при условии —п< < -м. 
Е ПОХ НИ Ооо ЕЯ 
24. ато ут м =. =. — о ---... @Ходитея при 
ог им : 
о 1 
И И И 
25. ася АТ -- В о О Ве 
а 1 == -—- 1. 
т т 1 3 5 
26. атом >= = ое а 


ты 
НУ 
ем 


‘о 


АД &ГС АНЯ О Е и . 
т © ‘^^ 3815.5 1:88 °.. 


С. Ряды Фурье. 


Применение ` чисто математических изысканий в области явления 
колебательных движовий как механических, так и электрических дает 
особенно плодотворные результаты. Открытие Фурье позволнет волны 
сложного вида представлять в виде суммы простых синусондальных волн. 
Однако, в то время как Фурье полагал, что в тригонометрический ряд 
может быть разложена „произвольная“ разрывная функция, Дирихле *) 
показал, что в этом отношений строгое доказательство разложимости 
в ряд Фурье (т. е. сходимость именно к разлатаемой функции этого 
ряда) может быть ближайшим образом проведено (и притом © большим 
трулом) лишь для некоторого частного семейства непрерывных функций 
(это суть Функции с ‘конечным числом тахини’ов и тиитимт?ов), 


И действительно, впоследетвни П. дю Буа-Реймонд первый дал пример, 


непрерывной функции, ряд Фурье для которой уже расходится для не- 
которого значения =. Однако такого рола искусетвенные функции имеют 
‘Только чисто математический интерес. Все периодические функции, © ко- 
торыми приходится встречаться в технике, с любой степенью точности 
(соответственно рассматриваемому числу членов ряда) могут быть пред- 
ставлены тригонсметрическими. рядами. 

Разложение.в ряд Фурье сохраняет свою силу даже для таких функ- 
ций, которые в различных интервалах подчинены различным законам 
изменения. В этом состоит сушествелное отличие тригонометрических 
рядов от степенных. Если функция может быть представлена в виде 
сходящегося степенного ряда, то течение ее внутри некоторого сколь 
угодно махого конечного интервала уже влолве определяет ее течение 
повсюду; следовательно, знание суммы ряда Тейлора на сколь угедно 
малом интервале дает полное знание этой суммы 66009; наоборот, зна- 
чение ряда Фурье в любой точке зависит только от поведения разла- 
гаемой функции в непосредственном сосехстве- с этой точкой, и значит, 
течение суммы ряха Фурье на каком-нибудь интервале отнюдь не опре- 
целяет течения этой суммы в другом интервале. “ 

Если функция, имеющая лишь конечное число шахиваи”ов и шин- 
топ’ов, обладает точкой разрыва, то ряд Фурье сходится в этой точке 
к среднему значению двух предельных значений фузкции, которые она 
принимает при приближении к точке разрыза справа и слева. Всякое 
периодическое колебательное движение может быть разложено на ко- 
нечное или бесконечное число синусоидальных колебательных движений 
с однокатным, двукратным, трехкратным и т. д. Ёэкратным периодом 
и с произвольным смещением фаз $». Подобно тому как и в акустике, 
отдельные колебательные движения называются „Ггармоническими“ коле- 
баниями, причем первое колебательное движение называется также 
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э 


м А я 


_ ‚основным колебанием“ („оснбвной тов“), а прочие — „дополнительными 
колобаниями“ („обертона“). 
Таким образом периодическая функция может быть представлена 
в виде: К. 
| Е — со > 
а Н,. зщ 
== 4 -- 2 В. зв. 9 = 
#=1 | 
К—2о 
| < : р | . е 
Ан -- > Н, [эт (® . <) - созох -[- ©08 (® - $): 1 9]. (1) 
К— 


=> 


2 


Если ПОЛОЖИМ -— 
Н, по, = Аь и Нь - с08 ©; = Бу, 


ноя 
го 
— 


т0 будем иметь: 
к--со 


К 59 
Т=е + У дь- 05. -- № Вь- 1.9 = 
ет Е—1 
ТА, - 0089 4% - 608 (24) -- Аз - с08(39) >... + 
-- В, - зао-Р В, ‹ эт (29) -- В, - эа (8$)... _ (3) 


В этой форме ряд Фурье по большей части и употребляется. 
Умножея последнее уравнение на. с0$ (® - $) - 4 и интегрируя в пре- 


делах от 0 до &т, получаем: - 
27 2 | 
` [Т.сэф. 9.9 = 4] 0.9. =4ь: =, © 
0 | о. | 
откуда > | 
дь=- [Т.о - 9) - в (5) 
0 


При А =0 это соотношение дает удвоенное значение члена, не 31-. 
висящего от $, в уравнении (1) [и соответственно (3)], почему перед 


этим членом и стоит множитель р ь 


25 
1 
те (6) 
9 


1) Тах как будем иметь? 


2т О для в== я: 

Е (и. ф) ‚т (т. $) = | „ т=н> 0 

в О, ж=н=@. 
я | У 0 для ж==я; = | 
[со и.о. 9.94 = (1 ИО я [сов т $) ва. 9). 49 =0 
Г 2 ЕЕ — 0; 0 
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®— Умножением уравнения (3) на эт (%. Ф)- аф и интегрированием 
_ пределах от 0 до 2к ваходим соответственно: 


2 1 
в:=- [т зв®. 9) 4. / _@) 
0 ь 


Таким образом коэфициенты, входящие в уравнение (3); опреде. 
Мотся при помощи соотношений (5), (6) и (7). › 
Член 


> 


1 Г 
5 == [Т- 4$, 
ито ть ы 
ля случая, если кривая задана графически, определяетея. непосред- 
Отвонио как среднее значение ординаты кривой. В случае чистой формы 
Пороменного тока этот козфициент всегда равен нулю. Остальные коз- 
фикиенты А’ и В» могут быть определены различными способами: ацали- 
ическим и графическим. 
Один из методов аналитического определения дан Арнольдом *): 
Отрезок 2 делится на 2т равных частей, и опредеяются при но- 
щи измерения 27% соответствующие ординаты 7, (7 =0,1,2,..., 27). 
Чштом коофициенты А; и В, вычисляются методом наименьших ква» 
АрАлов таким образом, чтобы сумма квадратов ошибок была наименьшей, 
Причем вод „ошибкой“ подразумеваются разности. между вычисленными 
Ири помощи коэфициентов А’ и Бу значениями Т, и значениями 7. 
 Полученными при помощи наблюдений. Следовательно, сумма 


| > (7 вычиел ^ т ны | У (8) 


] = 
ть иметь наименьшее значение. Из равенств 


9 (Гоычиел — Лнавя —=0и _9% (Тоычиел — Тнавл® С (9) 
А | ОВ, 2 
будом иметь: р 
| | — 2% | 
4 д 1 У Т.. 605 (# нк у | т. 
ео ГИС) ей >. 2.1 Е. 
у. г - 9—2т кей 
| к ; ‚8 п в АЕ , 1 
, Ву ет 2 ТГ, . вт (* т. | а) 


® Би 
В качестве примера 2) приведем аналяз диаграммы таягонциальных давлений па- 
ровой машины. Отрезок 2= разделен на т = 24 равных част.й. значения соотв. тетвую- 
{ № 25 __ 360 
ших ординат Т, ханы в первом столбце прилагаемой таблицы. Так как о = те 
во эти значения должны быть умножены соответственно в® 605 (Ё-".15°) и эп (К.и.15°). 


1) Лупо1а, \Мееъзе1гопцест к. Ва. 1, $. 152, Вега 1902, лаз брипоет, 
*) Нот ТесЬ15сье Зорро евге, 5, 72, Вехи 1910, Замаз Брируог. 
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№ р као ра р м м м— [+ 
хо = Фю<южь но 


19 


© ю чоярою= 


`—4850|—90,966 


—4150|-- 0,966 10,868 


—300 |-10,868|--0,500] © 
— 0,707 —1 


о 0 


--7000 


4300] 9 |--1 


0 


—2650|-—0,707| 0 


—5200|—0,866|4-0,500]| 0 
—11.0|—0,966|--0,866|—0,707|-1-0,500 
—1 
--0,866|-—0,307 0,500 
--0,500| 0 
0,207 
--3850|-—0,500|-0,500|--1 
+6400 —0,259|--0,866\-4- 0,707 +-0,500 
о 
--6800 --0,259 —0,866 —0,707 10,500 
32 
— 0,707 —1 
+-250 |4-0,866\--0,500|_ 0. 


И НЫ 


—2250| --0,866 


-5650 |-0,707| 0 


--76001 0. 1—1 


-|-4500|-1-0,560 
-2800|-|-0,707 


—0,500 
0 


—5150| 0,966 |--0,866|-Е 0,707 -Ё-0,500 
4-1 


ИИ 


-|-0,500—0,500—1 
--7450|--0,259—0,866 —0,707|--0,500 
| 0 
+-2750|—0,259|-—0,866]-|-0,707|--0,500 
—0,500|—0,500 -|-1 
_0,107|-—1 


= 


в 


-0,107\---0,500|: —4010 


—0,500] —260 
и 
--3500 


1930 


— 0,500; 

ты 

—0,500 
| -—0,500 


тн 


—0,560 
‚—1 


0,500 


| 

— 
1 
> 
У 
2) 


—-1 
— 0,500 
—0.500 


На 


а 


—19 110 


Е 


—8595| —2935| 2015 
—150| © 11150 
0 —2300|—3250 
—3500] —7000|-—8500 
—6450! —5265|4-8725 
—4300,, 0, |--4300 
ан а 
0 0 0 
О |- 1815-12650 
—2600] 0 |+-2600 
— 6670] 15445 |--3850 
—74001 -1-7400|—7400] 
—4200] -Е3480|-—242: 
—1125 © 11-112: 
0 |460 |- 650 
—1925] + 3850|—1925 
—5540] -4525|--3200 
—1600] 0 |-7600 
—5890! —4810!-- 3406 
—2250 —4500|--2250 
‚о —1625—2380:. 
0 125 
—4460] —3640 —абть] 
—1200, —1200| №7200) 


| 
_ 14095 — 


| 


вт (Е -т: 15°) для 


в в 


МИРОК. 2_ толи 2 7 ОВДЬ о РОССИНИ ОНА "ЫГЯШЕР м, 
. 


—300 |-1-0,5001-1-0,866--1 — |-10,868 
-|-3250'-- 0,707 ии --0,707| 0 
7000 --0,866 --0,866| 0 |—0,866 
--7450] 0,966] + 0,500|—0,707 0,866 
-- 4300 --1 ОТ 0 
||-2150]-1-0,966|-—0,500\—0,707|— 0,866 
о |10,866|—0,866] 0 |-0,866 
—2650-1.0,107|--1  |4-0,707| 0 
—5200! --0,500|-—0,866|-1 — |--0,866 


0.259 —0,5%0|4-0,707 |-+-0,866 
—7400 0 0 © ‚0 
-4850/—0,259|-1-0,500|—0,707|—0,866 
— 2250 —0,500|--0,866|--1  |-—0,866 
650 |--0;707]|-11  |--0,707! 0 
-|-3850] —0,866]-- 0,856] 0 
--6400|—0,96|--0,500!--6,707 |-+-0,866 
{7600 —1 АН О 
-|-6800|—0,966|-—-0,500--0,107|—0,866] 
-|--4500|--0,866\—0,866] 0 ° |—0,866 
-|-2300] —0,707|-1 0,707] 0 
| 22 |--250 |—0,5001 - 0,866 |--1 -|- 0,866 
—5150| —0,259]|-—0,500'--0,707 |-1- 0,866 
—9200 0 0 0 0 


— 17700 


} 


ко 
—— 


Е 
а а. 


40,866 


| 


реа в 


2 


—150 
--2300 
-1-6060 

-1195 
--4300 


2655 


К > 
—1815 
—2600 
—1995 

О 
-|- 1255 
1125 
—460 
—3335 
—61580 
—1600 
—6510 
—3900 
—1625 


—125. 
-|-1335] 


0 


= 


а 


: БЕЛ СИИСИЕОРЕЖНИТИ% | 
. 


1: 5 (в.и. 15°) для 


К = 3 


в. --0,500|-- 0,707 не: —1075 т 


_—260 |300 

| -8250 +2800 
—- 6060] 0 

—-3725|—5265 

ГО |-4300 

—1375| —1945 
0 0 


+2650] — 1815 
-|-4505]| 5200 
--3850|—5445 
0 О 
—2495 13430 
—1950--2250 
1850 —460 
--3335| 0 
4-3200--4525 
о |17600 
—3400--4810 
— 8900 0 
—9300 —1625 
—215 |250 
--2575--3640 
0 0 
и 


--215 
—4460 


Ва] 


--4209._ 
1950! 
0 
-- 3388: 
-2 5540} 
и 
—5890; 
—8900 
0 


4 


р ен ик фак 


ИУ, 


зла, 


ее их Ро он аа но] 


е] 


метъе 


0 


АИ и в ав > 


433 


Эти величины выписаны в сосодних столбцах. Суммы соответетвенных 24 произведений, 
деленные на 12, дают значения коэфициентов Ари Ву: 


А —-|- = —- 1685; А. —= — — — 6425; Аз = _ 08 = — 1175. 
А. = — т ка 783; ВО о — — 168; ` 4в= — - — — 304; 
А.= — -_ — — 235 | 

В и —- 940; В. = = | 1325; В, =-— - —=— 87; 
Ви а И —_ = -- 40; В+ т — 4 325; 
Ву =-- - — -|- 247; х. 


Т — -- 1685 . миф — 6425. чт (20) — 1175. мп (3$) — 788 . т (49) — 163. эт (52) — 
ы — 304 „ зщ (6$) — 285. зп (7 -.. (©) 


— 940 . со5 ф-|- 1325 : ©05 (2%) — 57. с0$ (3$) — 2410 . соз = 49 — 400. совз (5%) -- 


-- 335 . 08 (65) ЕО: 
зю[-РЕРЕ 
ео 


ЗОН 


+6000 
м 


РАЕН 


16004 И 
Ч | 


ЮО вВиИьЬюв и № № 20 21 222 24 


Черт. 41. 


Чтобы удобнее вычертить кривую, полезно соединить вместе члены, содержащие 
синус, и члены, содержалцие косинус. 
Из равенства (2) следует: 


Ни У де -- Вх, {12) 
В, 

© ф, = —; | (18) 
й Ау 


134 ь : 


| 


— ЧР Ч ВНЕ 


в > > 


Пре 


нменно угол Фр, как показывает уравнение (2), лежит 


| в Т четверти, если Ар положительно, Вр положительное 


| о А ле А = Вь отрицательно: 
Г 
53 ПТ я. о Ак отрицательно, Ву 
и , РА а _ Ву положительно. 


Для нашего примера будем иметь: 


И, = 1939, ВН. = 6560, НП. — 1180, ИН, = 2580, Н; = 482, Н,—=445, Н.— 841, 
Ф: — 119°, $. — 282°, $. —2066°, $, — 198°, $. — 208°, ф; = 311°, $. = 316°, 


Следовательно, разХожение в ряд будет имоть внд: 


Т= 1930 5т (ф-- 1197) -2 6560 зв (2-1 2555) -4- 1180 да (3 -+- 266° +. 2530 эт (40-198) + 
-- 422 за (5 -- 208°) -- 445 в (6ф -|- 31°) -- 34 вщ (@ф | 316). _ 


Татмоняте коз колебание, соответствующее Ё-=2, имеет наибольшее влияние на, 
форму сложной волны. Следующее по важности гармоньческое колебание соответствует 
( —4. Остальные имеют меньшие значения. На черт. 41 изображены первые четыре 
гармонические колебания. Уже составленное только из них результирующее колебание А 
име т льшь везвачительные уклоневия от диаграммы тангенциальных тавлений Г. При- 
нимал во внимание волны более высоких порядков, эта уклонения могу; быть уменьшены 
до любой величины, 


Гра ическое онрелехение коэфициентов применялось вапрамер, Фрамом !) при 
исследовании резонансных колебаний, получающихся в валах пароходтых машин, при 
ризложеныи диаграммы тангенциальных равлевий машины парохода „Везое1“. На этом 
воПрусо мы сеичас ва короткое время и остановимся. < м. 

Коэфициенты определяются, согласно равенствам (5) и (7), путем измерения плани- 
метром площадей, образуемых кривыми { › с03 (Х * $) и, соотьегственно, Т.+ эт (й +9) 
(черт, 42, а, $, с, бие), т.е. при помощи мехавических квадратур интро 


“ 


Диаграмма _ 
танеенциальных бавлёнид 


С й 
умиирующеая 
вриЗых 1 ЕН И 


В 


Черт. 43а. 
т $ 
- АК т. оз (К - 5) а 
| О 


а я 


[70-94% 
б 


Мы взяли только первые тря кривые, соответствующие =], ив 9 (на 
чертеже они обозначены цифрами Ь Ц, Ш), так как колебания е коэфициентами & > 3 не 


Чо 


> 


:) 7. а. Уег, авиёзеВ. Тпо., 1902, $, 779 и 886, 
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и} 


‘ского колебания. Ноэтому при конструировании машин следует обращать внимание на 
То, чтобы нормальное чисто оборотов никоим образом не было близким к критическим. 
Фрам для экспериментального исследования этого непосредственно незшутимого 
шленил резонанса, укрепил цинковые листочки в двух местах вала, нз наивозможно большем 
расстоянии друг от друга, на которых, через известные короткие промежутки времени, при 
Помощи прерывания тока одновременно наносились черточки, благодаря чему производи- 
лось измерение деформаций отдельных попгречных сечерий вала. 
ь, Результат этих исследований представлен на черт. 424, 
В то вромя ак среднее напряжение на кручение выражается числом 218 *2' см — 
максимальное дости! ает 600 х2!см? и минимальное —166 #/см?. Отрицалельный знак 
оказывает, что в некоторые промежутки времени живая сила, гребного винта, ведет за собой 


1 


$ 


‘И ЗФ 


пыль о ов пы 


400 


и, 


2 


Черт. 4 Ё 


ие” 


ииону. Если бы число оборотов было не 83, & в точности равнялось бы критическому 

#157,4 | | ; 

Е -= 85,8 то должны были бы полвитьея еще ббльшие напряжения на кручение: 
< у + 


По подсчетам Фрама максимальное напряжение на кручение для этого критического числа 
оборотов достигает 310 кс’. Максимальные напряжения нас'упают, как показывает 
иривая, три раза при каждом обороте. Так как эти послелнио значительно превосходят 
Пои\скаемое. 10 они неоднократно имели свонми последетвиямн поломку валов, с кото- 


_!ыми могла начаться успешная борьба только после, того, ках эта причина была рас- 
| Крыта анализом кохебавий. 


ра 481 


== 


Относительно дальнейших изысканий Фрама на тему о динамике длинных вахов, 
позволяющих в каждом практическом случае апалитически выяслить И подсчитать могу» 
ие полвитьея напряжепия на кручение, см. его работу, опубликованную в /45, Ует. 
дещесь, пе., 1902, $. 880—888. | 

Практическое употребление рядов Фурье зависит, разумеется, от быстроты ‘еходи- 
мости их. Подобно тому, как для. случая логарефма мы, при помоши соответств ющих 
комбинирований медленно сходящихел рядов, получили ряд, вполне пригодный для вычи- 
ления логарифма, можно иногда добитьси соответствующих результатов и для рядов 
Фурье. } 


УТ. Планиметрия и стереометрия. 


А. Периметры и площади плоских фигур. 


$. Треугольник. Буквы а, 6, с обозначалот стороны; а, 6,1 — углы; Ра, А 
В, — выСоты; 7, 1, — медианы; 28 4 Рос; 25 = т. ЕЖЕ; 
следовательно, $ обозначает половину периметра, 5 — полусумму мелнан. 
Далее: х — радвус опясамной окружности; р — радиус вписанного круга, 
"— плошадь. В этих обозначениях имеем: 
Е ое у ___ @ ШВ. 51 
Ета = 40 ВВ — НЕЕ 


== 272 я а за В в | = 


2. Четыкехугольник. Р, и Д, обозначают 
диагонали; №: И й›—-высоты, опущенные н& 
диагональ 12,; $ — угол между днагонолями. 


Е] ? 
р’ — —° Уд) Й. | 7) = — ур) о Г) . ПО, 
Черт. 43. - 2 : ( Г 2) | 2 - 2 хе 
2а. Трапеция. а, © обозначают глины парал- | у 


пельных сторон; Я — высота; 7% — средняя линия 
трапеции (прямая, параллельная сто] онам аи 6, 


а--о 


проходящая через середину высоты) тавная —5— 5. РР 
Е =-& О... т. 


= ы А (&-- 5) =эт. 1. - 


в. Параллелограмм,  прамоугельния. @— 
основание, А — высота, Я ==а-й. 

3. ИШногоугольник. Площаль многоугольника можно определить при 
помощи разбивки его на треугольники или выразить ее через коорди- 
наты 2, у; №, У»... Вершин многоугольняка, 


о 
Я" = 5 Рая — 2) -- (зу, — 22593) -- (аз — 29а) =... 


) 


и Е (Уф ую 2. ли) че (слу 22 и, } { ь 


188. И , а 


{ 38. Правильный многоугольник (5-угольних). а — длина стороны, 
”— радиуе описанного круга; с — радиус виисанного круга; Ф — поло- 


вина центрального угла; 0 — периметр; Ё — площадь. 


Внутренний угол многоугольника равен 180°— 2%. 


1805 ЕС . 
| =, а=Зу 1 — 0 = Жжошо = 20; 
| 7 9 у В ф оф, 
И = п: а= 2773 Ф = 27 < 0; 
Е И Е фо < - и т 2 == 70° 10 
И ФА 5 И 5 2Ф == р" № Ф. 


© 
< 


4. Круг. ”— радиус; @ — диаметр; О — длина окружности. 


”; к. бо: 


. 1 1 . 
— 7 = — па? = — П04 = 0,18539816 ®. 
4 4 
„= 
Ча. Кольцо, образованное двумя коныентрическими снружностями_ 
(нруговое вольно). Л есть радиус внешней окружности; ^ — радиус вну- 
гренной окружности; . 2? — диаметр вкешней окружноети; @& — дваметр 
внутренней окружности; р — полусумма ра- 1 
диусов ви! а кольда. ее 


о 


А 3: 

4. Круговой сегмент 1 и круговой © Е У я 
сектор Ро. Центральный угол Ф’— в гра- х У 
дусном Ир -И фЫ— в хуговой 9% С Со ри 
(черт. 44). УИ, 
Е (не в ф } = \$// 

150 = %, 
{1—3 .В Е 
т а Черт. 44. 


о 
Фь п ‹ 73 1 | 
"Е = р О — ны =: 0.00873 - 72.” == 5. те, 


260 


4е. Кусок, вырезанный п? радиусам из кольца, ограниченного двумя 
Концентрическими онружностями (черт. 44). 


о 130 
неее 5. Парабола, эллияе (черт. 45). (Другие кри- 
бит лаву: ‚Кривые, наиболее часто встре- 

Черт. 45, чающиеея в технико“. ) 
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Парадоле: 


2 8 /в\2 зар 
май ет, -Й, 2: — {| — —— | = 
го Ай |4 вез (=) (=). 


й 
если х мало. Эта приближенная формула справедлива также для любых 
мало изогнутых дуг. 
Эллиис: , 


Е=а-6-т; ПО — см. нижеследующую таблицу: 


6:01 [0,2 |03 |0 |05 06 |071 [08 [09 
0: | 4,0640] 4,2020] 4,3860] 4,8026] 4,8442 5,1054 538 5,5723 5,9728 


6. Плошади фигур произвольного вида. Если о ограничена 

с вескольких ОВО кривыми линиями, то она разбивается. при помощи * 
прямой линий на две ч8- 
_ ста, и площадь каждой ча- 
сти в отдельности вычи- 
сляется следующим образом 
(че; т. 46). Площадь каждой 
такой части разбивается на 
четное чис:0 полос одина- 
ковой ширины, перпенди-. 
кулярных к 0си; ширину 


= 


- => > > + <> > = = 


} 
} 
} 
1 
1 
$ 
} 
} 


| } з 1 ’ 1 1 
о ав каждой полосы обозначим 
= -8---- = через 6, стороны, перпен- 
Е дикулярные к оси, — соот- 
: ветственно через у, 9. и 


>>. т. д., высоты, восставлен- 
ные в езредннах оснований, —через 7., ч.,... Тогда приближенное зна- 
чение площади начерченной фигуры можно будет выразить пра помощи 
одной из следующих формул: 


. >. 
=» 


И 3 
Е = Й 2 90791 На. Е Уна -Е Уи НЕ > Ув, (1) 
| ` 
\ гы —6% = ИР \ (2) 
1 

Ё = 8. В (Уо-- 49-Е 29-Е 49 --.- Е Уи | 49 1-Е зи), (3) 

В = 8 (У -Е зу: + ЗУ» -[ 2Уз -- 34 -Е 395 -- 25|. Е А 
2 = 81 у У и—1 я У»). (4( 


ры 


Эти четыре формулы написаны в порядке их последовательной точ- 
ности. Формула (4) дает наиболее точное значение; `при ее применении 
измеряемую площадь следует разбивать на чиело полосок, кратное 3. 
Формулы (3) и (4) носят наименование иравниа Симтсонс. 
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Величины сумм (1)— (4) могут быть определены весьма просто 
— С помощью пиркуля. Если измеряемые фигуры вычерчены на миллиме- 
тровой бумаге, то можно обойтись без разбивки площади на полосы; 
соответственно желаемой степени точности можно использовать разграф- 
ление бумаги на сантиметры, на половины. сантиметра или даже на мил- 
лиметпы. Того же самого можно достичь, покрыв чертеж миллиметровой 
сеткой на прозрачной бумаге. - 
Если фигура ограничена, кривой не выше третьего порядка, то точное 
значение площади будет выражаться формулой: 


| 1 
3 Е = в . В (у -Е 49» Е Уж); | (5) 
у & | 
осли границей будет служить кривач не выше пятого порядка, то для 
точной величины площади будем иметь формулу: 


р 


>, 


== _ [7 (у -Е 9) -- 32 (д -Е уз) Е 12, 


| 1 
где 6 = Е В, # У Уь, У» Уз Ув СУТЬ ПЯТЬ 


ординат. отстоящих друг от друга на рав- 


ные расстояния 6. и 0.261 ь-0.л2ь= ра 

) «-0.866-5- --= ; 

Правило Чебышева (черт. 46а): о р В 
Черт. 46а. 


4 1 | 
Г = 8‘ 6 (Иа ма -Е 4-Е 5-Е 1). 


Пример на применение и оценку точности предыдущих фернил, 


Требуется спределить площаль фигуры, изображенной ва черт. 46Ъ. В то время как 
на практике значения орлинат большей частью могут быть получены при помощи измере- 
ний ца чертеже, —в данном случае, для достижения большей точности, они высчитаны ава. 


.® 


м аи Е 


5 
С 
ты 

р ЕВЕ й 


Черт. А5Б, 


0.16000 


`` 


2 
5 -+ 5272 
разделен на 10 частей, так что 6 -=0,}; ординаты нзображены н„ чертеже, и значения 
их выписаны в прялагаемой таблице. Способ применения формул (1) - (3) и (5) ясев 
сам с0б0й: формула (4) может быть применена только для интервала от 2—0 до 
д — 0,9, так кзк число делений должно делиться на 8; поэтому для определения пло- 
щади, соответствующей интервалу от 7—0,9 до ==1,0, употреблена формула (5). 
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литически (уравнение погоавичной кривой имеет вид: и == ). Отрезок В=—1 


мень» 


Гочная величина, площади определена при помощи интегрирования. 


Е ИИ 
Величина площади фигуры ч и Фитры < рт, `46Ъ ‘по 


а | 7@®|— о 
‘формуле (1)| формуле (2) формуле (3) т формуле (4) | формуле (5) 
ОЕАТЬНЕ ВЫ сиИлЬ БЕЗИУЗЕДАХСИИ ЕЕ ГЕОЛ РОН ое аи псепесрчшеаце: АНИРь_ ВМ» 
< | 
0,0 | 0,20000\ 0,1000 | соо |1 [0,2000 |1 |0,20000 | ие] 
0,1 | 0,19802| 0,19802 0.19560 4 1079208 3 10.59406 т 2= 
0,2 | 0,19231| 0,1921 бо |2. [0.38462 3 о, 57693 > < 
0,18824 © 5 
0,3 | 0,18349| 0,18849 017917 |4 10,73396 2 10,36698 ие 
0,4 | 0,17241| 0,17241 р 2 10,3448 3 10,51723 || 
0.16632 [= 
‚5 | 0.160001 `0,16000. | 55 | 10,64000 - |3 |0,48000 г 
0,6 | 0,14706| 0.14706 0 200.294 2 |0;29412 | 
0,7 | 03423! 0,3423 | чоо |4 10:53692 3 |0,40269 - 
0,3 | 0,12195| 0,12195 ЕЕ 2 10,24390 3 10,36585 
0,9 | 0,11050 0,11050 010512 |4 10,44200 1 10,11050 1 [011050 
1,0 | 6,10000 0,05000 1 10,1000 4 [0.42043 
| т 0 10000 
> = |. 1,56997 1,57121 4.71442 3,90836 | 0,68598 
1 1 11 т ИЗ 1 
виа С —® 1,57121 р 5 а ФИА 
В 10: 1656997 5-1,5121 = 3 2471440 < ( = - 3.90836 0,6309 
= | 0.156997 | 0157191 0,157088 0.1570798 
Точное значение; 0,157079883... 
СЕЛЕНИЕ Отит ИОН. очисшкь. чо спите можна пишит ЗЫ ивааиииицитини 


В. Поверхности и объемы (тел. 


У обозначает объем, ДГ — боковую СВ О — полную поверх- 

ность. 

1. Призма. С’ веть площаль основания, В — высота. 
У =С.А, см. также 19. 


1а. Куб. а — ребро; 7’ == а?; О == 62; диагональ = а УЗ. 

16. Прямо уольный параллелелитед. а, о, с — ребра; Т=а.6. с 
таточаль @= И ай - 60° -|- <*; О=2 (а 6 -са). 

16. Греалюанная призма, усечентая НО основаино. а, 6, 
ри параллельных ребра; /У — площадь перпендикулярного сечения; 


= з@-ьо. №; см. также 14. 


14. Нроизволеная призма, усеченная непараллельно основании. 

 — длина прямой, соединяющей нентры тяжести верхнего и и 

ОН ий; № — площадь периендикулирнаго сечения; Г = М. т 

. Цилиндв. @ — паощедь основания; В — высота: а. в. боковая 

и = длине окружности пернендихулярного сечения Ж длину 
образующей. 

2а. Прямой «рт ловой цилинор. а радиус основания; й — высота. 

У = 4.п.й М=тв. , О=2Вк(В-- 1). 


14% в 


— 25. Прямой круювой цилиндр, усеченный зепараллельно оспова- 
о, аи 0 — ллины наибольшей и наименьшей образующих. 


У = Аз. и М = Вл (а 0}. 


2С. Циличдрическое копыйто (черт. 47). 
Па, АО=ВО-Ь, 1 НМВ=Ф (в дуговой мере). 


| | 
| =, (3 — №) -- 38" (@—В) р 
° 28 5$ р 
М = — (@—ВФ-РЫ| у 
к: 
°— сли точка С совпадает с точкой М(ЕО = 
ВБ О = а=б =): МА МВ В 
и те В? ь й, М =28.А. | Черт. 47 


> р 


24. Тело, образованное двумя концентричезкилиь, вложенными дру 

И Оруа цилиндрами (полый цилим0р). В — радиус основания внешнего 
илиндра; 7 — радиус. основания внутреннего цилиндра; р — полусумма 
ралиусов А и 7; расстояние между внутренним и внешним цилиндрами 
без А — 7; А — высота. 


о У=д. 1 (2—1) =п.№-5 (28-9) =1.4.5 0.418) = 


, | =2и.р.Л-6. 
3. Пирамида, конус. Цлощадь основания — 0; # — высота. 
1 
У=—а.14. 
3. 
За, Усеченная пирамида. @ и 9— площади оснований; /— высота. 
1 | а 
Ч И (ау Т@<:9). 
85. Лрруз0в0й конус. Е — радиус основания; Ё — высота 
ис 
У = я кА ы В. 
3 | 
Боковая поверхность прямого кругового конуса: 
М -=сВУИ 2-ГР=жВ.8 (— образующая). 


с. Усечениый крупювой конус. тр— радиус верхнего основания. 
й — радиус важного основания; й — высота. | 


9=В-Р=В—пз=ИйТ; 
1 \ 
И —= & ®® (Ва Вии) = _А(к- В? 1 п. б-р п. — 


о 
ДЕВЫ О УЗ 
<— и (я < Ю —- 3 ). 


>= 
> 
(гЭ 


Боковая поверхность усеченного кругового конуса: М = о. к. 5. 
4. Шар, В — радиус шара | 


ой 1 

- п = О. В ==4,18819 . В, 
- ЗИ 
Е 
О =48*к т, 


В = 0,620351 . ИУ. 
4а. ПТаровой сезмент (черт. 48). В — радиус шара; й — высота 


шарового сегмента; а = ИВ (2 2—1) — радиус основания шарового сег- 
мента. 


`й\ 1 
—- д? | И о! < 8 — 2 
| т в [в 5) = 6 пй (За? -|- 1), 
М = 2тк - А = п(а? | №). 
4Ъ. Шаровой слой (черт. 49). а и 6 — радиусы оснований. 
Й = ег (За? -Р 3621 12)  М=2к-№, 


ай — 62 — 12 


2 
тЫ }. а > Ь. 


2 
сли а = В, то имеем: ГУ=й.т [в —=). 
4с. Шаровой сектор (черт. 50). | - 
= 2 8. ь=2,0944. №.) О= т (2 а). 


Черт. 48. Черт. 50. 


49. Часть шара, заключениая межд) двумя сечениями больших 
в0улов. х — угол между сечениями больших кругов. 


У = 0,0116355 . 9° .- 88; М == 0,034907 . у°. В*. 


: 46. оф ерическ ий ое 2 — разность между суммой ‘углов 
сферического треугольника п 1805. 
0 р. 


— 2, 
М = 805 а" 


а 


5. Тела в эллиптичесвимн # параболическими сеченнями, 
5а. Эллипсоид. а, 6, с — главные одеи. 


я т ыы ° Е. . р ‚С. ` #1 
З 
50. Зллниеоид вращения. 


д 
4 

Ось вращения 20: И — —_.я:а. 62, 
[$ 


АНУ д. 
Озь вращения 25: У = Вт а. В. 
56. Мараболоид врощения. № — высота: В — радиуе основания. 


им = п. 824 = 1570796 В.Р. 


® 94. Усеченный параболонд вращения, р —вы- 
Сота; и т — радиусы оснований. 

1 ; 
вов И (НЕЮ .Й. 


°— Бе. Усеценный эллиптический хонуе (черт, 51). 


Основания суть эллинсы, главные оси которых а, 6 
и а, 0:; А — высота. 


той, | 
= 6 [(2а-- а) 6 -|- (24 - в)Ъ,]. 


51. Боченок. Радиув дна —г. Раднус (втулочный) ереднего сече- 
ния — А, Й — длина (высота). 


Для случая пораболической Формы бочонка имеем” точно: 

55 7 == 0,831758 . 1 (282 -- В" 0,157). — 

Для случая сферической формы боченка имеем приближенно: 
У == 1,0471976.1 (247 -|- 7). 


6. Поверхности и объемы тел ваше сия. Правила Гульдена. 
ба. Площадь М поверхности тель врашения равна произведению 
° из длины { образующей линии на длину пути, описываемого центром 
тяжести образующей линии. ; 
Если расстояние центра тяжести от оси вращения есть т, то будем 
иметь: ^ 2. | 


Черт. 51. 


\ 
М =. 
Воли образующая линия { состоит из и частей 1, 1... центры 
_ ТАжести которых отстоят от оси вращения соответственно на расстояния 
_Ть Ть... ТО предыдущая формула примет вид: 


- 


22 
И 255 И и (+1). 
м 


8 = ль 


> о | 
Написанные формулы справедливы ддя случая, когда ооразующая 

\ жиния не пересекает ось вращения. 
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6Ъ. Объем 7 тела вращения равен произведению из площади # обра- 
зующей фигуры на джину пути, описываемого центром тяжести фигуры. 
Юсли центр тяжести отстоит от оси вращения на расстояние 7, то будем 


‚иметь. | 
У == Эл». ти 


Если вращаемая фигура Г состоит из и частей [, Ё,;..., центры 
тяжести которых находятся от оси вращения соответственно на раестоя- 
ниях 7), Го,.,., то предыдущая формула примет вид: 


7 
Й — ты (Г. м. 
1 


Написанные формулы справедливы при условии, если образующая 
фигура не встречается с.0сью вращения. 

6с. Нсли у = (2) есть уравнение образующей кривой относительно 
оси вращения, то в общем случае будем иметь: 
ыы ---.. 2. д ох 
В — 2: | уаз ИИ 2 | у?ас. 


т 1 Е и 


64. В случае неполного оборота соответствующая плошаль и объем 


‚ тела пропорциональны углу новорота. 


бе. Данные правила и вычисления, разумеется, остаются также 

справедливыми, если центр тяжести будет описывать не окружность, 

а любую кривую, только при условии, есйи плоскость образующей (кри- 

вой или фигуры) будет все время оставаться перпендикулярной к напра- 
влению движения. | 

к \ 

61. Тор. “ х 

| У = 212 Пу? — 19,739. В; 

О = 412 Вт = 39,418. Би. 


ео] 


"аорте 
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Часть вторая. 


== 


_ УП. Ноивые наиболее часто. встречаю- 
их. шиеся в технике. 


_ Плоские кривые-—аналитическая геометрия на ПЛОСКОСТИ. 


Аналитическая геометрия на йлоскости, так же как и синтетическая 
‘бометрия или геометрия вообще, занимаотся изучением свойств плоских 
фигур; однако для раскрытия этих свойств она, в протявоположноеть 
Чистой теометрии, пользуется алгебранческими мотодами. Ноэтому яв- 
пяотсл веобходимость давать теометрическое истолкование алгебраиче- 
_ Ким, т. ©. положительным и отрицательным, величинам и, соответ- 
— СТвонно, геометрические образы переводить на язык алгебры. Наиболее 


просто этого можно достичь, если предотавлять себе входящие в рас“ 
омотрение величины в виде отрезков. 


А. Точка и прямая. 


| В осповании анахитической геометрии 
— ложит понятие прямоугольной системы коор- 
динат. | | 
а) Полож”ние точии Р, на плоскости опре- 
, _ доляется однозначно „заданием ее прямоуголь- 
° Шых координат 2, у, или полярных коорди- 
— ат, и Ф, (черт. 1). Положительное напра- 
— вленне на осях указывается стрелкой. 
к. Длина отрезка Р.Р, выражается через 
°— Координаты его конечных точек следующим 
° образом: | 


—_— | Черт, 1. 
№.  — У (= — #1 - (9, — 91%. | 
Например: _ ыы 
Е (а = 7; и =-4); Рь (2. = - 2; уз = -— 8), 
= УС) = ОРТ -С 9 =18 


Если отрезок Р.Р, делится в отношении жи, то координаты 2, 9, 
точки деления будут определяться при помощи следующих соотношений: 


' 11 


| 7 
“о =: -- шов я, —#*) ии Ч 


971). 
паи ВЕР) 


р. в) Уравнение кривой. Линия образуется движением точки; при дви- 
° жении точки меняются координаты движущейся точки; они суть изменяю- 
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ь 


шиеся или переменные величины. сли дзижение провеходит вепре- 
рывне, по опредеденному закону, то зепрерывно меняются и кеорлинзлы 
твяжущеноя точки. Вели известен зажоя образоваяия кривой, то каждая 
точка кривой должна удовлехворять этому закону, т. е. между ее коор- 
динатами и определенными, дачиымя вахоном образования кривой, 
‘постоянными величинами должно постоянно существовать одво и то же 
соотношение, которое выражается в ваде некоторого соотношения между 
координатами хи у (или, соотвественно, 7 и $) к постоянными веди- 
«инами. Гакае соотношение называется уравнением криво. — 

с) Прямая черт. 2). Пусть х ву суть коорланаты дхвяжущевся 
бчкв: если направление прямой дано при помои ее угла Ф наклона, 
к горизонту, т. ©. Е оси Х (9=), "9 
уравнение этой прямой, если обозначить ч6- 
рез 6 отрезок, отсекаемый ею на оси У-03, 
будет иметь вид: ; 

у == о -- 6 


Угол наклона прямой относительно оси Хх 
есть тот именно угол, на который должна быть 
повернута, ось Х в положительном направлении 
оси У для того, чтобы положительное напра- 
вление оси Х совпало с направлением пря- 

И мой. При #==0 уравнение принимает вид: 
Черт. 2. у=ё и представляет собой уравнение прямой, 
параллельной оси Х.4Пря 6 = 0 получаем 
уравнение у == 2; представляющее собой упавнение прямой, проходя- 

шей через начало координат. = 4 

Если прямая проходит через. точку Г: (2, 3) и Ё = а есть ве 
угловой коэфяциент, то уравнение такой прямой будет иметь вид. 


а 

Е 
если прямая проходит через точки Р, (®, 1) и Рь (т, Ч»), то будем иметь: 
| У ы 
зб 2—9 


Уравнение прямой, отсекающей на оси Х отрезок а, а на 06и У 
отрезок 6, есть: 


—. 


_& 4 | 
И Е : 
а т 6 
Общее уравнение прямой есть уравнение первой степени между 
переменными & и У: | 
| Ах-- Ву 6 =5, 


гле А, В, О суть некоторые определенчые постоянные величины; отсюда 
следует: | < 


с С А. 
ЕВ ти. р: 


148 


Пусть даны уравнения двух прямых: | 
_ уея-ы; уж 
Эти прямые параллельны, если к. = в; они взаимно перпендику- 
лярны, ебли А, = — и Чао ЛЫ р 
4) Косрдинаты Хо, Ус ТОЧНИ пересечения двух прямых толжны одно- 


‹ м 
— временно удовлетворять обоим уравнениям этих прямых так как точка 
р и} - : 4 э 
° пересечения лежит на обеих прямых, следовательно, будем иметь: 
ие Уз = 2% Г 1; Ус == №30 -- 6» И 
_ откуда 
г "@ \ у - | ; 2 #3 $. — 61 
а | п а И? 
у К: ИС т 2. 
==: р. $. —6 Ь. или = Га (6 — 5) 
р 08— 1) Г 91 И Е КА 17 Г 92. 
ИИ т р 


с) Преобразование координат. Для упрощении! вида уравнений кри- 
— вых пногда бывает целесообразно „относить“ их Е НОВЫМ осям коорди- 
— ца, т. е. выражать эти уравнения относительно новых, соответственно 
— подобранных осей координат. | | | 
| : Новые оси координат параллельны старым осям. Обозначим 
токущие координаты точки относительно новой системы через ОИ, 
координаты начала, новой системы относительно старой-—через @ и 0; 
_  Тогла будем иметь! | | . 
а аа; УЕ=Ы У, или 2’ = — 4; )’ = у =-6. 
$ ‘Пели начало координат остается то же самое и 06% 1060 си- 
"темы повертути относительно старой системы на Уи а, то формулы 
преобразования будут иметь вид. Е } 
р — 5’ с03 а — У" + 81 9; у”. зта-У 608%. Е 


| 3. Прямоугольные координаты 4, 9 
точки Р в случае, вели полюс совпадает 
с началом координат и полярная ось Сов- 
— падает с положительным направлением оси 
— _Х, выражаются через полярные координаты 
у, ф следующим. образом: ие 

2 == т <08 ®; у = 51а Ф. 


ви. > Примеры, 1; Дано уравнение прямой 9/ = -- ъз 
— требуется „отнести“ 917 иря ую & осям Х’ Т” (черт. а). 
— Формулы преобразования, в настоящем случае имеют 


ЗиД; 


. РА. 
у =; у=е-У; 
следовательно, Черт. 3, 
, ны = 5, а! = #5’. 
у . Лана прямая у = т -- 3; тр-буетея выразить ев уравнение : тносительно сястемы 
— ХУ, координалы паче ъной точки которой суть а = — $, 8 =: — 5. 
№. Формулы преобразования будут: 
№: =’ — 3; уу — 5, 


и, следовательно, 5. 
ива =" +2 
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3. Дано уравнение конхоиды в полярных координатах (ср. стр. 203}: 


— -—— Я гли` и . 005 ф = -Е а. с09 $. 
605 Ф | 
Из формул =. 0050 и у =" › $1 ф имеем: & ф — - › откуда 
= И 
о, 
‚о ты у. 
Ут Узи 
следовательно, | 
2? 59 
Аа. о; (Бе 
Уз = 22 | 342 
Или 


(2? -|- у?) (< — 5) = 2. 


+) Масштаб изображения. Если изменение у каким-нибуль образом 
зависит от изменения 5, то говорят: „у есть функция от 22“, что соот- 
ветствует общему виду уравнения кривой: у == / (2) или, если уравнение 
не решено отвосительно 9: 7 (х, у) =0. 

Всякий физический закон выражает собой зависимость физических 
величин друг от’ друга. Возьмем, например, закон Ома: напряжение 
прямо пропорционально сопротивлению и силе тока; соответствующая 
алгебраическая форма этого закона есть: е == #0; если рассматраваль 40 
как постоянное, в и з— как переменпые количества, то зависимбеть 
напряжения от силы тока можно выразить в общем, виле е={ (9), 
показывалощем, что е есть функция от 93. Так как написанное выше 
уравнение есть уравнение первой степени, то гесметрически оно пред- 
ставляет с000ю прямую, которая, как показывает сравнение с уравне- 
ниом 9 = (2, проходит через начало координат и имеет угловой коэфи- 
циент А = 1. 

Боли сказано, что е есть зависимое переменное и $ — независимое 
переменное, то на языке гвометрии это означает, что с и ссуть текущие 
координаты точки, изображаемые при помощи отрезков. Поэтому, для 
геометрического изображения необходимо установление определенного 
‚масштаба; таким образом, например, а миллиметров будут изображать 
ца оси У е вольт, 6 миллиметров на оси Хз ампею. 

Нри пользовании технической кривой измеренный отрезок должен 
умножаться на соответствующий масштаб; например, пусть ординат а, 
имеет 9) миллиметров длины; тогда: 


ими. ВОдЬТ е : 
е. = |4 --> | ВОЛЬТ 
1 — 9170 а мм а . 


` 


абсцисса содержит х, миллиметров; отсюда имеем: 


а г эмпер 4 
И . -_) ампер. 
| ь Ь мм Ыб Р 


Установив масштаб по обеим осям, мы тем самым получаем масштаб 
и для углового коэфициента прямой (касательной к кривой). Из соотно- 
шений: 4 мм -=е вольт, 6 мм ==4 ампер, следует: 


@ Я М \ @ ВОЛЬТ е т 
— == ом. 
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Пример. Питательный провол имеет 1200 м длины, поперечное сечение содержит 
120 мм; сопротивление | 


| м | 
2 — 0,146 -—— 1,2 нм == 0,175 ®. . 
КМ 


Падекие напряжения е, как функция силы 
тока 5 т.е. е—#,. 4, представляет с бой прямую, 
прохолящую через начахо косрдинал (черт. 4). Мас- 
штаб для оси Х:Т мл 10 А; масштаб для оси И: 
1 мм —=2У. Делением получаем масштаб углового 
коэфициента: 


м 
1 ===> ТО Ао 0.2 2. 
Угловой коэфициент данной прямой есть: 
О, 


И: 0,29 


откуда имеем: 
& —= ато 0,875 — 41° 11,2", 


В. Плоские кривые. 


а) Общие положения и разъяснения. 


ЗИ Пусть ди у суть текущие координаты, тогда уравиение кривой 
п локартовых координатах имеет вид: 


Ч Г (2), \ . 
осли уравнение решено относительно 9 (явный вид), и 
Е (х, у) =0, : 


осли уравнение не решено относительно 9 (неявный вид). В полярных 
координатах 7 и ® соответственно будем иметь: 


п =/($); Е (, $) =0. 


Как пример, возьмем уравнение окружности относительно системы коор-_ 
динат, начало которой лежит на окружности, и 06ь Х совпадает с 
диаметром (ср. стр. 154): 


1)? — 2ав -Р 2? =0, Е (м, у) =0, 


А, 


или: 
у= Е У 2ах — 2, у=/(), 
"— 24: 605 ®.=0, И (т, Ф) =0, 
т = 24а . 608, 7=1(9). 

О параметрическом представлении кривой см. стр. 174. 
2. Есзи точка Р, (2, 1) лежит на кравой, то ее координаты должны 
удовлетворять уравнению Кривой, т. е. должны вызолняться равенства: 
Е’ (:, 9) = 0; О Г (2); # (и, ф1) = 0; г: =7 ($91). Если, напрамер, 
| 101 


2, есть точка окружности, то для ее координат 2,9: (и, соответственно, 
”› Ф:) должны быть справедливы соотношения: :. 


у — аа -- 2.2 == 0; 9; == Е И аа. — 1й, 
и, соответственио, 
7", — 24 ‹ 608$; == 0; г, ==24 : 608 фт. 


3. Прямая, пересекающая кривую в двух точках, называется сеху)- 
щей (ср. стр. 205). ох 
4. Пряман Р,Т,. которзя касается кривой в одной точке Р, (черт 5), 
называется касательной к кривой в этой точке; в узком (спедиальном) 
р | | смысле под „касательной“ 
а понимается отрезок Р.Г, 


Х ы | между осью Х и точкой 
‚  Прикосновения Р, 1), 


5. Под углом наклона 
* касательной Р, Г, подра- 
зумевают тот угол, на ко- 
торый следует повернуть 
065 Х около точки Г, в 
положительном направле- 
нии оси У, чтобы положи- 
тельное направление оси 
А совпало с направлением 
касатальной. 
6. Уравнение кава- 
Черт. 5. тельной к кривой см. на 
стр. 223, 
1. Проекция 7, Р, касательной на ось „Х называется лодкасател- 
#0 (субталенгом). 
_ 8. В полярных координатах длиной ®осательной. называется 
отрезок 7,Р., т. в. отрезок касательной от очки 7. пересечения кага-. 
тельной с прямой, проведенной через полюс керцпендикулярно к радиусу- 
вектору 7, до точки прикосновеняя Р.. 
9. Проекпия ОТ, ллины касательной на прямую, перпендикулярную 
* радиусу-вектору, называется полярной подкасательной (полярным 
субтпаенсом). | 17% 
10. Подробнее о локкасательной и длине касательной ем. на стр. 224. 
11. Прямая Р.М, нроходящая через точку касания Р, и перпенди- 
кулярная к касательной, называется хормалью к кривой; она образует 
6 0вью Х угол (90°-- <). В узком (специальном) смысле под „Нормалью® 
_подразуменают отрезок Р. №, между осью _Х и точкой прикосновения уе 
12. Уравнение нодмали см. на стр. 224. 
13. Проекция №2Р, нормали на ось Х называется поднормалью 
(субнормалью). 
14. В полярных координатах длиной нормали называется отрезок 
МР, т. ©. отрезок нормали от точки › пересечения нормали с прямой, 
перпендикулярной раднусу-вектору, до точки прикосновения 2. 


7 


*) Весьма часто отрезок Р.7, называют длиной касательной, 
*) Весьма часто отрезок 2, называют блиной норнелф, 
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15. Проекция О№. дликы нормали на прямую, перчендикулярную 
ралиусу-вектору, называется полярной поднормалью (полярной суб- 
пормалью). 

16. Подробнее о полярной субнормали = длине нормали см, на 

стр. 225. 
| 17. Прямая, касающаяся кривой в бесконечно удаленной точке, 
называется асимптотой. Если две кривые соприкасатся в бесконеч- 
цости, то говорят, чго они асимитотическа приближаются друг к другу. 
| 18. О соприкосновении ем. на стр. 226. 
| 19. Кривая в точке Р’ (черт. 6) вымукла 
а 1), если точки, соседние с точкой прико- 
ИЕ, лежат над касательной (ср. стр. 224). 
20. Кривая в точке Р (черт. 7) вомута 
ив) 1), если точки, соседние с точкой прико- 
‘иовения. лежат 700 касательной. 
з 21. Вели кривая при возрастании х перехо- 
дит от выпуклости (вниз) к вогнутости (вниз) 
о или Обратно (черт. 8), то точка Р называется 
— точкой перегиба (ср. стр. 224). 

22. О двойных точках см. на стр. 229. 

23. О кривизне и ИЗО кривизны см. на 
стр, 225. 

21. Гоомстрическое место центров кривизны данной кривой назы- - 
плАотся эволото® данной кривой. 

25. Осповная (данная). кривая называется эвольвентой. эволюты; 
нормали основной кривой являются касательными к эволюте. 


Черт. 6. 


Черт. 7. 


26. О длине ду кривой ем. на стр. 261. 

27. О плошади криволинейных фигур см. на стр. 241. 

28. Об отибающих см. на стр. 281. 

29. Кривая, пересекающая кривые данного семейства под постоянным 
углом. называется ираекториеи; если этот угол прямой, то кривая 
называется ортозоналъной траекторией (ср. стр. 282). 


| 
, 


') Читатель должен всегда помнить, что оценка „выпуклости“ и „вогнутоств“ кризой 
есть опиосительная оценка. Ве привято делать ве. гда относительно наблюдаселя. нЗхо- 
. дящегогя бесконечно внизу, т. 6. смотрящего на кривую из бесконечно удаленной 
точка отрицательной части оси У-ов, 
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в) Конические сечения. 


Кривые, образующиеся при пересечении прямого кругового конуса 
плоскостью, называются хонеческыми сечениями; каждая изоних выра- 
жаестся уравнением второй степени относятельно переменных а и У. 


=: 


1. Окружность. Общее уравкение окружности в прямоугольных 
координатах есть: о 
(2 — а (у =. 


Если начало координат лежит в чентре окружности, то получим 
уравнение окружности, озинесенное х центру; так как при этом а — О 
и 6 =0, то напиезяное выте уравнение 
примет вид; 


А-а == 9. 


Если начало координат будет лежать 
на самой окружности, ось Х совпадет 
с диаметром, и ось У будет касательной 
В точке, совпадающей с началом коор- 
динат, то уравнение окружности наги- 
шется в виде: 


14 = В — 87, . 


так как в этом случае а=х и б=0. 
‚ Раскрывая скобки в общем уравне- 
Черт. 9. нии, получаем: 


27 9? — 2аю — Ву а -- 90° —" =0 


или, 
| ау ие Е су ов =0, 
где. 
1 
=. С — — 2а ИЛИ а — — р Ст 
‚ ; 1 
с. = — 26 или Ь о: 
а ба = или "= Иа? -- 5 —с.. 


Радикал будет действительным при условии а? -- 50° > 6.. 

Характерными признаками уравнения окружности в прямоугольных 
координатах являются: равечетво коэфициентов при вторых степенях 
координат и отсутетвие члена, содержащего произведение 2 * 9. 

Уравнение окружности в полярных координатах (ОМ — полярная 
ось, О — полюе) имеет вид: 


Р— 28. овф Гри, ия 
гле через р обозначен радиус-вектор. | 
Уравнение касательной `в точке Р (м, 9.) для случая, когда 
начало координат совпадает с центром окружности: 
в.в ту у =; 
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уравнение касательной для случая, хогда кривая хана общим уравненяем 


$ 


(в — а) (х, —-® (9—0 =”. 


О длине окружности и площади круга вм. на Стр. 139. 
тора ем. на стр. 139. 


— О площади кругового 66% 
зазования. "Кочкь Р (черт. {0} дхвижется так, 


9. Парабола. Зако» об; , у 
410 ©6 расстояния от определенной точки Л, называемой` фокусом, и 


пиределенной прямой 0, | = й 
иапываемой директри- | 
вой, все время одина- 
ковы, т. е. РЁ = РВ. 
— __ Уравиение относи- 
тельно верлиины у“ == 
а орх; величина 2р На- 
вываолея параметром; 
ео равна хорде кри- 
вой,  соотвезствующей 
_ фокусу. Расстояние фо- 
° кусь от директрисы рав- 
— мор; в налале коорди- 
нытоно дохитея пополам. 
| Построение. Пфо- 
°— полом через точку 6, 
— ложапую на оси ОХ и 
|  ототоящую от начала 
’ координата на расстоя- 
— ве ОС-=2р, произ- 
к Ре 
— польцый луч О.Н и пря- Мо 
°— мую СЫ, порпендику- т 
°— лярную СН; тогда го- | | 
’ ризонтальная прямая, проведенная через точку Е и перпендикуляр, в06- 
— смавленный к оси Х в точке С, пересекутся непременно в точке пара- 
® болы (2). 
— Свойства параболы. Прямая РХ'. параллельная оси Х, называется 
диаметром параболы; диаметр делит пополам: все хорды аб, параллельные 
— касллельной АР. Касательная АР перпендикулярна прямой 'Ё и делит 
— пополам в точке Е отрезок ОН = У. Подкасательная АС равна 22. 
$ ‘Прямая ВР. есть нормаль; субнормаль ВС р.вна всегда ностоянному 2. 
_ Угол, образованный лучом АР, выходящим из фокуса, и диаметром 
—РХ’, делится нормалью РВ пополам. Болез общее уравнение па- 
'раболы (именно, в случае, когда 96 065 перпендикулярна оби Х-ов) 


имСотТ БИД. 


“ 


у у==а-- 6 -Г са®. 
# 


Что это уравнение есть У 


равнение именно параболы — это лете? 
сообразить. В самом деле, во-первых, отсут 


ствует член, содержащяй 1. 
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Далее, чтобы определить положение вершины, дополним до полного 


б 
квадрата выражение 22 | ——; Получаем: 


ИДИ 


Полагая; : 


тие [2 А 
т 5. = И № 


будем иметь 
9 == 6073, 


Полученное уравнение относительно системы (новой) осей координат 
Х’О'У” есть уравнение параболы, отнесенное к вершине, причем 
ось У’ служит осью параболы, так как эта последняя симметрична 
относительно оси У’. Координаты нового начала относительно прежней 
системы координат суть: | 


б 02 
Ею г в = аи 


Если коэфициенг при 2 положителен, то ветви параболы направлены 
вверх; если же козфициент при 2 отрицателен, то ветви параболы 
будут каправлены вниз, и вершина будэг находиться в наивысшей 
точке параболы. | 

Частные случаи. 1. Если осями координат будут служить касатель- 
ная и диаметр, пересекающиеся под углом Ф, то уравьение параболы 


относительно эгой системы Х”У’ координат 
будет иметь вил: 


4178 №4 2р 
51° Ф 
Диаметр РХ” называется диаметром, со- 
пряжевным направлению РУ”. 

2. Если переменим ролями оси коорди- 
нат, то уравнение параболы будет иметь вид: 
20% == 508 ИХН ав 298 

2р 
Уравнение нараболы, проходящей через 
точку Р, (2, 9.), есть: 


К 


2’ = 20’. 


Е 


И ар 
ил 


Черт. 11. 


Способы построения. Сироектируем произвольную точку Р, (черт. 11), 
абециеса которой есть =, лежащую ва прямой ОР., на даниую орди- 
нату 9,; соединим точку Р с началом координат 0; тогда прямая ОР’ 
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поросечет ординату точки Р, в точке параболы Р. Отсюда имеем сае- 
дуюший с10с0б построения: разделим танные координаты 2; и У, на 
 Олинаковое число равных частей и проведем пучок лучей 0123; тогда, 
пориеидикуляры 1” 2”; 3” пересекут соответствующие лучи в точках кривой. 
3. Даны вершина О (ч'рт. 12) и фокус Г; проведем произвольный 
луч №2 я прямую 22’ | 2; прямая #2“ есть касательная к параболе 
_ (построение параболы как огибающей). _ 


4. Ланы дре касательные: РА и РВ; пусть 
точки А и В будут точками ‘касания. Разде- 
лим 00» отрезза на одинаковое число рав- 
ных частей (черт. 13) и соедивим соответ. 
ствующие точки деления; тогда прамые 11, 29, 
38,... будут касательными к пар абоде. Е 

Оси прямоугольной системы, в которой 
осъ. У является касательной в вершине пара- 
болы, могут быть посгрогны сдедующим обра- 
зом: разделим отрезок АВ (где А и В суть 


Черт. 12.  _ Черт. 13. 


точки кривой) (черт.14) пополам (точка С), соединим точку Р (являю- 
щуюся пересечением касательных в точках Аи Б) с точкой С; прямая 
РС есть, очевидно, диаметр параболы, и точка Л, делящая. отрезок РО 
пололам, есть точка кривой. Ось | 
Х должна проходить параллельно — У. ей. 
прямой РС, субнормали — т. е. 4 
проекции нормалей на 065 Х— 
должны быть все равны между ео- 
бон. Проведем через точки А и В 
прямые, параллельные диаметру РЕВ 
РС, в отложим на диаметре, про- & — 
ходящем чорез точку 4, отрезок 

Аа; = р., равный проекции яор- 

малн `ВВ, на диаметр, проходя- 

щий через точку С, и соответ- 

ственно отложим на диаметре, 
проходящем через точку В, от- 

резок ВЫ, = р.,`равный проекции нормали АА, на диаметр, проходя- 
щий через точку С; тогда прямая а.0. пересечет хорду АБ в точке Я, 
лежащей на искомой оси Х, которая должва проходить параллельно 
хиаметру РС. Искомое же начало коордиват О должно делить пополам 
субтангенсы 224; и Бабз. 


Черт. 14. 
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5. Нусть кривая имеет вид, изображенный на черт. 15; обозначим 
длину наибольшей ординаты (т. е стрелку арки) через 7; тогда уравнение 
искомой параболы напишется следующим образом: 


ИА. 2 (1—2) 
И 


4 
У 21—22). или. 9 


э 


з 


Мы видим, что —7` есть тот множитель, на который нужно умно- 


жить ординаты более простой параболы 


АЛЯ ТОГО, чтобы получить ордянаты искомой параболы; эта более простая 
парабола соответствует стрелке арки о построям сначала эту 


простую параболу: . для этого опишем окружность радиусом 2 около 
зачала координат; отрезок 

А, следовательно, будет 
равен 2; тогда прямая АВ 
пересечет, очевидно, орди- 
нату, соответствующую аб- 
Списсе 2, в точке простой 
параболы Р; напомним, что 
пля настоящего случая 


а . Теперь, раз 2 есть 


МОЖНО представить 'ОТНо- 


Черт. 15. вся 

шение -7` В виде отноше- 

ния двух целых чисел 2: п, т, е. всегда можно положить —^ — ее ЕО 
п, 


отеюда 1-я ордината уже искомой кривой будет дана равенством: 
у Г. 
р = а (® — 1). 


Так как в технических вопросах часто обращается ие ВНИ> 
мание на точную математическую форму течения кривой, чем на вели- 
чину её ординат, то рекомендуется ланную функцию раздатать на отдель- 
ные составляющие функции "). Так, функция 


=) 
йе хо 


`. 


1) Читатель не преминет отметить, что Узотребление таких разложений сопрово- 
Жждается потерей ясности представления о точной Форме кривой, но получается некоторый 
выигрыш в числовой оценке величин ординат, т. е. в счете на практике, 
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у 
[ 
/ 


‚монет быть написана в виде: 


Г 


‚ 


_ГОЧ ку Ро (а =- 1 о —> 47) (черт. 16). 


парабола, расположенная симметрично 


уя :ра г 7/7. 
УР. ^^ 4. у уу 


> 
- 


функция 9’= 4}. т представляет собою прямую, проходящую через 


© 


ыы 


начало координат, 9” = 4$}, есть ду Р, 


72 
относительно оси Г и проходящая через 


Разноеть ординат этих двух линий 
дает искомую ординату 9. Такого рода 
разложение употребляется для кривых 
высших порядков (ср. стр. 176 и сл.). 


Уравнение в полярных кооздина- 
тах. Если принять фокус Е за полюс 
полярной системы и полярную ось на- 
править по отрицательному направле- 
нию 0еи Х, то уравнение параболы 
будет иметь вил: 


: и В 


д — до, 
1 -|- с08 © 1 
26052 — 
р 


} 


Уравнение касательной. Пусть точка Р, (2, 9.) лежит на пара- 


Черт. 16. 


боле; тогда уравнение касательной к параболе в этой точке выразится 


в виде: 
У: 9: = р (® т ху. 
у | т 
Уравнение нормали: у— 5: = — т (#— 2). 


‚ Цостроение касательной к параболе. | 

1. В точке Р (черт. 10) отложим ОА = 00: тогда прямая АР 
представит собою касательную к параболе. Ту же касательную получим, 
разделиз пополам отрезок ОН (касательная есть прямая ИР). 

2. Построение касательной, проведенной из точки 0, не лежащей 
на параболе: опишем окружность из точки () (ем. черт. 10) радиусом ©, 
которая пересечет ди: ектрису в точках ОД и Г’, и нроведем через 
точки 0) и О’ прямые, параллельные оси Х; тогда точки Ри Р’ будут 
точками прикосновения касательных ОР и ОР’. 

3. Эллипс. бакон образования. Точка движется так, что сумма 2а. 
ее рассто ний от двух определенных точек и Ё, называемых фоку- 
сами, все время имеет постоянное значение, т, е. 


РИ Р ЕК, = 94. 


7 


Если ирпнять главные ося за оси системы координат (черт. 17) 
‘то уразнение эллипеа, орщшесениое к ценпру, булет иметь вил: 


| 2 2 
С г У 
ся Гы = 


где ОА =а и ОВ=Ь суть 
полуоси эллипса. 

У: авыение э`лииса, ре- 
шенное относительно уу, имеет 


| ВИД; 
ЧЕТ Ъ ее 2 
м у = = — Уд — д 
= о С 
Если за ось У принять 
касалельную в вершине (точ-а 
Аз}, то уравнение, отнесен- 
| н0е ® вершине, будет иметь 
К ы ВИД; 
д р? 02 
2 — о. 
я а ай 


Отсюда, полагая И (величина 2р равна длине хорды, проведен- 


| \ 
ной через фэ’ус перпендикулярно к оси Х; эта’ величина называется 
параметром эллинеа), будем иметь: | 
. а 
у? = Виж — ы ах 


Ще | и | 
Свойства эллитса. Если об-знач ть через 2с расстояние между. 
фокусами, то между величиной с и значениями а и о полуосей суще- 
ствует следующее соотношение: 7 


О = ОЕ =с =— Уа:—@. 


ОГ _ с Уя-—в - , 
ОА а а | 


называется эксцеийтриситетом эллипса. 
Нели провелем из фокусов в точку Р, радиусы-векторы Р.Е и 
Р.Е. то будем иметь: 
Р.Е = а-—ех; Р.Е, == а-К ел. 


Отношение 


Ордината, соответствующая фокусу, определяется соотношением 


| ы 
ы Е 


Хорда, перпендикулярная к большой оси и проходящая через фокус, 
называется параметром и равна 2». | 

Прям _е, проходящие ч рез центр эллипса, называются диаметрами 
эллипса, два диаметры называются сопряженными, если кажлый из них 
делит пополам хорды, параллельные другому. Если сопряженные диа- 
метры образуют с главной осью 28а углы а и В (на черт. 17 24а, и 
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25, суть сопряженные пиаметры), то, вели эта углы острые, будем 
иметь следующее соотвошеняе: 

| р а 8 З 

а? -|- 62 = а -- 6. 
Уравнение эллииса, отнесенное к сопряженным диаметрам, есть. 


- № 2 
«зач вналолиекаый» -- ния ее о 
У 01 


Касательная и нормаль делят пополам углы, образоваеные фокальными 
° праднусами-векторами: первая—внешиам, в`орая-—внутренним образом. 

Способы построения элаииса. 

1. сан давы фокусы Я а Ё:, те условсе 

| РЕ-НР, Е, == Г -- г = 88 
дает позестиый способ по- 
строения пон помощи нити. 

2. Есла чввестны в6- 
личины главных осей а и 
6, то описываем из пентрё 
эллицса окружности га- 
диусов а н 0; проводим 
пр извольный луч ОР н 
проектируем точку пересе- 
чения А этого луча с ымэ- 
лой окружностью ва пер- 
певди уляр, осущенный из 
точки Р’ на ось Х; точка 
Р, будет предсгавлять с0- 
бой точку эллипса. , 

8. Отложив от конна 
большой оейи длину малой 
полуосня 6, описываем и3 
полученной точки 'круж- 
ностьраднуса 6; делим этот 
раднус 6 (черт. 18) нап 
равных частей и отмечаем 
на окружности соответ 
ственной точки, восетавляя 
`В точках деления перпен“ 
дикуляры: на такое же чя- / 
сло равных частей делим большую нолуось а построяемого этхитсв (на 
черт 18 и=4) я проектируем отмеченные точки окружности соответ- | 
твенио из перпендикуляры, восетавзенные в точках деления большой 
полуоси; тоёки проекций и будут лежать ва эллипсе. / 

А. Чслн козпевые точки А и В (черт. 19) отрезка длины а 8 
булут скользить по дзуы взаимно пероендикулярным прямым, то точка и 
опишет эллиос (ср. стр. 114). Коветрукция помошью штазги; эдлипти- 


Черт, 19, 


/ 
/ 


ческий циркуль.) 
5. Если окружность радиуса 5. 7 датится по окружности рахкусе 
у ( =а-Г 5), имея с последней точку соприкосновения изкутри (черт, 20}, 
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то точка Р диаметра ОБ при своем движении описывает вялипо (круги 
‚ Вардана). | | 

_ 6. Пусть ЛА н МВ (черт. 21)— два сопряженные лиамет а эллинса; 
проведем через концев е точка диаметров касательные, параллельные 
соответственио М4 и МР; разделим отрезки ВО вн ВМ на одизаковое 
число равных частей и проведем из точек 4, и А луча в соответ- 
ственные точки делений (ем. черт. 21); тогда точки пересечения 
соответственных лучей будут точками эллинса, 

Уравиение эллипса в по- 
ллрных координатах, еели 
фокус Л принять за плюс и 
прямую А за полярвую ось, 
имеет вид: 


ыЕ. = 55 и Ч 


СЯ = е 

ЦИ , о И , 

а 

т Уравнение касательной к 


<-> 


эллипсу в точке Р, (2, 9): 


царе 


—_ 


®ь 


х у 1 у ы 1 Ре СИЙ 1% 
и и 
уравнение пормали: 
ВЫ Е Е 
62» И Е 
1 пут 


Способы построения ка- 
г. бательнои. _ 

А 1. Разделим пополам угох 
ЯР. (черт. 17), образуечый 
раднусами- векторами, и` про- 
ведем СР, | ОР,, нли (черт. 
11) постро м  касательную 
СР” к окружности радиуса, 
равного большой полуоси ‘эл- 
липса; имея точку С, мы на- 
ходим нрямую СР), которая 
и будет касательной к эд- 
лису. 

2, Построение касатель- 
ноя, проведенной из точки Ю, 
не лежащей на эллипсе (черт. 
22). Опишем из точкя В ра- 
диусом АЯ и тз фокуса М, 
радиусом 2а окружности и 
соодиним точку их перосече- 
ния № с фокусом Ё,; тогдъ 
точка Г (пересечение эллипса 
и прямой Ё’,5) будет предста- 

влять 0000 точку прякосно- 
Черт. 22, вения касательной, 


№ Построение злавные осей эллитса по двум даниым сопражениым 
— диаметрам (черт. 23). Ор =о00’= м и ОР= ОР’ =6,:; проведем 
’ РЕ |. 00, отложим РО = Ре — 0 — а, тогда биссектраса угла 


=—> 


0. ОС определит собой положение главных осей: их длины. суть; 


' 2а=0С,-- ОС; К 
2 = 00, — 00. | 


4. Гипэрбола. Закон образования. Точка Р движется так, что раз- 
ность 2а между ее расстояниями от двух определенных точэк Ри В, 
называемых фокусамя, все время имеет постоянное значецие, т. е. 
Р.Е, — РЁ == 28. 

Коли главные ося принять за оси системы координат, то уравнение 
гиперболы относательно центра будет иметь вид: 


а ` 6 : 


где через аи 6 0бозна- 
чены длины полуосей. 


Уравнение гиперболы, 
решенное относительно Ч, 
имеет вид: 


п ий 
У = = НИ —- 96°. 


Еели за 0сь У при- 
мять ‘касательную к вер-. 
шине (точка А.:), то урав- 
нение, отнесенное к вер- 
шине, будет иметь вид; 


ь р2 2 
ито 5 | 
в ЧУ --—— © 2 х 
у а р а“ Черт, 23. 


Отсюда, полагая = (величина 2р равна длине хорды, урове- 


хенной чер?з фокус перпендикулярно главной оси; эта величина назы- 
взется парамотром данной гиперболы), будем иметь: 


2 


4 


: 0 
ао . 


Свойства гиперболы. | 

Если обозначить через 26’ расстояние между фокусами, то между 
величиной с и значениями @ и © полуосей существует следующее соот- 
ношение: | И 


ок= ов =е=У@®- 


[$ . 
Отношение -— = называется эксцечтриситетом гиперболы, 
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Динны радиусов-векторов соответственно суть: 
ЕЕ = --а--е5; Р.Е, = а-рех. 


О диаметрах и сопряженных диаметрат см. стр. 160. 
Уравнение гиперболы, отнесенние к сопряженным днаметрам, 
имест вид: ' | 


Зерт. 24. 


Ветви рассматриваемой гиперболы безгранично тесно приближаются к 
двум прямым; уравнения которых суть: 
р | 
и о 
а 6 


без того, однако, чтобы достигнуть (пересечь) их на конечном расстоя- 

нин. Эти прямые вазываются асимизпотами. Из ура`невий асимптот 

видно, что они проходят через центр гиперболы и расположены симмет- 

ричным образом относительно действительной оси. Асимитота есть дна-. 

метр, сопряженный сам себе. 
Отрезки секущей между кривой и асимптетами всегла равны между 

собой: | | 

. Р,& ==. И 

164 


Отсюда следует простой снособ построения гиперболы, если известны 
— Одна точка гицерболы и 0бе асимитоты (см. „Способы построения гипер- 
_ боды“, п. 3). | | 

й Уравнение гиперболы, отнесениое.к асимитотам, имеет вид: 


.,Р | р; | А 
ху = = (5). 


Способы построения итерболы. 


1. Из условия РЯЙ— ВР, "=и. —7=2а, @сли дано положение 
фокусов гиперболы, вытекает следующий способ построения: отложим 
отрезок ЕБ == 2е, опишем из фокуа Е произвольным радиусом А'4. 5=# 
окружность (черт. 25); эта окруж- уг 
пость пересекается ©’ окружностью, 
_ оцясанной из фокуса #, раднусом 
ВА. =г— 24, в точках гиперболы 
Р, и Р.’. Окружность радиуса 
ОЕ = ОР, =с с центром в точке 
О пересекает перпендикуляр к оси 
— А, проходящий через точку С. 
— (ОС = а, вточках РО; прямые, про- 
° ходящие через этн точка и через 
°— точку О, суть асямптоты гиперболы. 

2. Пусть даны длины полуосей 
аи 0; проводим перпендикулярные 
к больтой оси касательные к окру- 
жностям радиусов анб с общим 
центром О (черт. 2). Проязвольный 
луч, проведенный из начала коор- 
динат, пересекает эти касательные _ Чорт. 25. 

в точках б, и С. (ссответствеяно, | о 

— в точках С.’ н.С.”); опишем из точки О редиусом Об, окружность; 
эта окружность пересечет ось Х в точке СГ’. Пересечение горьзонталь-. 

° ной прямой проведенной яз точки @„ и перпендикуляра к оби Х, 

— вооставленного в точке С’, даст точку гиперболы. 

| °3. Если даны аеимототы и точка Р, гаперболы (черт. 24), то про- 

водим через точку Р, пучок лучей ин ва каждом из них откладываем 

соответственный отрезок Р.В == В’Р’; точкь Р” будет веегдь точкой 

гиперболы. 1 

4. Построение гиперболы, заданной асимптотами и одной точкой, 
с помощью равновеликих паралделограмов давно в-третьем квадранте на 
черт. 24. | 

Частные случаи. Равносторонняя (разнобочная) типербола; так как 
в этом случае а=0, то уравиение, отнесенное к певтру, примет вид. 


Ба мя 


уравнение, отнесенное к асимитотам, выразится в виде: 
| рай 1 


У ‚8 
& Ч ор [- 
2 
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у 
7 


Асимптоты равнобочной гиперболы взаимно перпендикулярны, угол 
эсимитот 6 действительной 0650 @=45°;  абецисеы фокусов: 
е=-ау 2: параметр 2р = 2а. | 

Пусть Ру (то, 0) хежат на равнобочной гиперболе; тогла уразнение 
99, отнесенное к асимитотам, может быть представлено в виде: 


У == 0, 


Из условия равновеликости прямоугольников, построенных на асимп- 
тотах, имеем следующий способ построения равнобочной гиперболы 
м | (черт. 26): обладая одной какой- 
о нибудь точкой Р, искомой гипер- 
болы, проводим произвольный луч 
ОР и прямую РУР, параллельную 
оси Х; пусть луч ОР пересекает 
давную ординату % в точке Р”; 
точка пересечения прямой. па- 
_ратлельной оси Х, проведенной 
через точку Р”, и перпевдику- 
ляра Е оси А, опущенного из 
токи г, даст искомую точку Р, 
разнобочной гиперболы. | 
‚ Прямая 7.Р, есть касатель- 
нат к гипербохе (здесь отрезок 
ОТ; равен 2.). 

Уравнение читерболыь в по- 
| ляриые координатах. Если при- 
нять фокус № за полюс и прямую КА за полярную ось (черт. 24), то 
уравнение гиперболы будет иметь вид: 


ПО АИ 
1-[е. со5ф ` 


Уравнение касательной, к читерболе в точке Р. (2, 91): 


Л ны 
42 и 


т 


Уравнение нормали: 


2 — У — У: —0 
пера 

`Касательная и нормаль делят пополам углы, образованные фокаль- 
ными радиусами-векторами. 

Построение касательной в точке Р. Нроведем хчерез точку Р. 
гиперболы прямую РР, параллельно аенмитоте и отложим отрезок. 
Р.Р. == ОР,; тогда прямая РР, будет представлять собой касатольную 
к Гинерболе (черт. 25). 

_ 9. сбщее происхождение конических сечений. Парабола есть гео- 
метрическое место точек, расстояния которых от определенной точки и 


306 


4 . 
0" определенной прямой одинаковы. Обозначая отношение отрезков, 
выражающих эти расстояния, через е, будем, следовательно, иметь: 
К. : . ® 
' ры 1. | : | 
сли построить для эллинеа (черт. 27) две прямые, параллельные 
> 


2% 


°06и У, на расстояниях — 0т начала координат, то получим. 


т. 9 | 62 
И р р 
1 @ 1 9 2 @ 


` Черт. 2%. 


Длины радиусов-векторов суть 


т | 
РЕ = = а-я =е (=); 


. | а2 
РЕ =тг=а-ем=е р у 


и следовательно, ЧЩ 


< 
| 


7 
=: РА: — РА. < 1. 

Прямые, паралхельные оси У и отстоящие от, начала координат на 
расстояния = называются дирекирисами эллипса; отношение радиу- 


сов-векторов точек эллипса к расстоликям от директрис имеет постоян- 
ное значение. Подобные же соотношения существуют и для гиперболы, 
только для глперболы е > 1 (черт. 28). 
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Для окружности фокус Ё совпадает с пентром, и директриса зхежат 
на бесконечно узаланкох расстоянии, т. в его. 

Из того факта, что апалитические соотношения оказались озинако- 
выми и для параболы, ‘и для оллинса, и для гиперболы, следует тожле- 
ственность построений всех кривых второго порядка, какова бы нн была 
их природа. Пусть даны: директриса Л, фокусе Ди постоянное отноще- 
ние е —= бо-Ы: щ. | 

Наносим на директрисе А. произвольный отрезок СЛ, проводим пох 
УГЛОМ р, тангене которого равен е, пряыую 1/1)’ (черт. 27—29). Тогха 
окружность радиуса СШ ==г, оннсанная из фокуса В: как из центра, 


мг и 


| 


Черт. 29. 


взресечет перпендикуляр, восотавленный в точке )’хк оси Х, в двух 
точках Ри Р’, принадлежащих к кривой, 
Вершины А и А” гармонич-ски делят отрезок Ё"'В. 
В геометрической интерпретации ковические сечения являются ли- 
ниями пересечения прнмого круглого конуса с плоскостью (черт. 30). 
‚ Вели угол ф, наклона плоскости АЛ к горизонту равен нулю ($.=0), то 
кривая, по которой пересекается плоскость с конусом, есть ‹быкновенная 
окружчость. Кривые, полученные сечением плоскостями, углы накаоца 
которых к горизонту $. < а, представляют собой - эллипсы; для плоскости 
‚4111 имеем у, =, и соответствующая кривая пересечения есть пара- 
бола; плоскости же, угол наклона которых 9, >а, дают в пересече ии 
гиперболы. Эксцентриситет гиперболы есть: 


6 == 51 © : ща, 
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= 
РА. 


| © Примевы 
1. ‚Пусть даве Уравнение: 


и = или пу-тау — 55-0. 


а 
| я-а 
Тах как дяя == — @, у = со и для Прав) ко х — со, то естественно положять 
2 —о-а, т. в. = —а,, 
у —=У—6, » У=У-Ь, 


Я отнести Еривутхо к токой системе с Ч .о Начало координат которой относительно преж- 


иен системы ныеет координаты 2 -—-4, %==6 и оси которой параллельны прежниы 
осям; таким образом будем иметь: 
(д —@) (У а( ВВ (54° а) = 0 или я’. у’ = — 88... 


Полученное уразнение есть травне- 
ние равнобочной гиперболы, отнесенное 
№ асимнтотам; ветви ее лежат во второй 
м четвертой чегвертях; первая ветвь иро- 
ходит через точку Р, (м’ = = ви, И 
| вторая—через точку Р(хт’ — -- &; чо = 
— — 0) (Координаты указаны сотноси- 
тельно системы =’, 9/7) (черт. 81). 

Замечание. Полагая 5 —1; = Аз 


полезная работа), а —= 0 (потерянная 


работа), получим уразнение для коэфи- 
циейга полезного действия машины: 
Аз 

А, т 9 

2. Лэно уравченио 2”. 4’ — — аБ 
(см. пример 1). Требуется отнести это 
уразиение к таким прямоугольным коор- 
хиногам м, % чтобы уравмение кривой 
огтносятельно этом НОБОЙ системы Ко9В> 
ДИН ст ше содержало члена, представляю- 
щего собою произведение обенх текужих 
коордидат. 

Для это цели отнесем дзмную нам. 
кривую к исвой прямоугольной системе 
координат ПОТ, которую получают, новертывая старую систему Х'ОТ’ около иачала О н% 


ухол, равный ^_ 4Бо (т. в. двыгая старую систему по стрелке 42603). Общие формулы 
преобразования координат 


ИЕ = 


Черт. 31. 


2’ — сов — эра; и’ — и зта -- 9 60$ & 


< | 
в рассматризаемом случае (а — — 45°) авятея равенствами: 
Я # о 2: 
А. 
У? У2. ЕТО: МН 
Значит, данная кривая в этоЕ системе коордикат будет иметь уравнение: 
9 #8 9 $ 
И ат [ —— = — |= 6 
Уз Уз Л] У? У 2 


мхи 


Это есть уравнение равносторонней гиперболы, отнесенное г главным осям; действие 


тельная ‘полуось этон ПЕЙ НО лы равна пы У 2а5. 
3. Цилииду нческай сосуд, напбзнениый жидкостью, вращается около вартикальной 
ост с угловой скорестью ш. Каждая частаца массы 71 находится пол действием силы 
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г 


тяжести $17 и центробежной силы 2720. Равнодойствующая обеих сил жаправлена, по 


нормали к кривой. Из чертежа будем иметь: | ; 
| ада Ч | 
К) о — — или @& — а 60156 


тд 2 и 


Так как подкасалельная имеет постоянное значение, то кривая представляет собой 
параболу: . 
НЕ 
и РЕ титр. я ® 
у 22 20 
4. Определить траекторию струн воды, вытекающей из сосуда в торизонтальном 
направлеинни, предполагая, что высота уровня постоявна в ‘пренебрегая трением при 
выходе струи к сопротввлением воздуха (черт. 37). 


*& 


тр де кофе о баз о сети од Ч А лего зоо в аъ бл, 


Черт. 38. Черт. 33 


Выбор осей координат указан на чертеже. Перемещение капяи воды в горизонталь> 
вом направлении за время 1 есть: х — 9. где через о обозцачена, постоянная скорость 
капли при выходе из отверстия сосуда. Величина перемещения капли в вертикальном на- 
правлении за зот же промежуток времени под действием силы тяжести выразится 
соотношением: 

Те: у 1 и 
— -— аа 
еее 5 я, 


Исключая # из этих двух уравнений, получаем: 


2) 
Я и мБ э 
р. у 


Нолученнов уравнение представляет „60б0й уравнение параболы, сииметричной 
: 


НЯ к, 
относительно оси У, отнесенное к вершине, с параметром 2р—=2.—. 
9 


Так как при поетоянной высоте уровня скорость нстечепия воды есть ® —= И 29, 
92 4 
то — —2А, и следовательно, р = 2й, т. е. директриса лежит в плоскости уровня воды, 


$ 
а фокус лежит па вертикальной прямой, проходящей через выходное отверстие сосуда, 
на расстоянии й под этим огверстием; полученные данные позволяют вычертить кривую 
‘без дальнейших Вычьеслений, предполагая, конечно, выбранным масштаб чертежа, 

5. Пусть балка, расположенная на двух опорах, нагружена равномерно распреде- 
ленным грузом (4 |м); требуехея определихь линию моментов (черт. 34). За начало 
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координат принимйем какую-нибудь точку, лежащую на вертикали под точкой 4; тогда’ 
будом иметь: | 


УЕ=М, =4=-—9:#.-, 


всли представим с6бе равномерную нагрузку а отрезке х соередоточенной в центре’ 
_ чяжести 5 этого отрезка. Так как ПЕ > ‚ то имеем. 


| | о 
‚ и 5 


в. к - а 
‚ЮР 
—— и’ 
Ь С 
т --- :9 И НВ 
А Ин. 
Черт. 34. У Черт. 35, 


—_ 


Полученное уравнение представляет есбой уравпение параболы (см. черт. 15) прё- 
образовывающее число этой параболы есть: = [5 = — А; т. е. если мы умножим измерен- 
ную слинидей длины ординату 9 на реакцию опоры А, то получим момент в точке д балки, 

Если желательно избежать введения преобразовывающего числа | — <. ‚› то можно 


иапжсать увавнение в виде: 
9.2 3 | (2 2 
— — . -— м э {  — = ? — 41” 
р У ИИ 
у 9 2 а г. | 
у’ — 5 ° 1. = есть уравиение прямой, проходящей через начало косрдинат; ес. 
ордивата, гри Х=Р (. е. орднната точки, лежащей на вертикали через В) имеет 


значение: у” в= = . {— моменту реакции опоры А относительно точки В. 
9! 2 
Е 5 .{. —^ Представляет собою уравнение параболы, вершина которой лежит - 
Ё 
па вертикали под точкой А ы которая спмметричга относительно оси 7; для = Ь\” 
имеет то же значение, что и 21! В Площадь, заключенная между обеими кривыми, есть 


пхошаль мом. нтов; величина у" В ны ‚= А.{ откладывается в масштабе момен- 


тов (черт. 34,6). Я 

6. Требуется определить кривую моментов (черт. 35) для балки, частично нагруженной 
равномерно распределенным грузом. Всю нагрузку Р=2Э. в можно представить себе кав 
одну силу, приложенную в центре тяжести &. С помощью нитянохо мпогоугольника опре 


В 111 


деляются реакции опор А и В; крайние стороны са н сб суть касательные к кривой 
моментов, имеющей между точками @' в 6’ форму параболы. Имеем: М, —= ЯН -\у, где Я 


надо измерять масштабом сил, & У — масштабом длин. Принимая вы масштаб енл: 
16мм —& ве, в за масштаб длин Е см — 5 м, получим: 


=. 


Му, ннг — (Н смо вв см) ‹ (у ем. $ ж[ем), 


Черт. 36. 


7. Т ебуетоя рассчитать решетку половины параболической формы. Уравнение 
параболы при выбранной снетеме коорданат (черт. 36) имеет вид: 


Ив = ый ‚т (и—т)—б. т(и-т), 

47 4.6 

= — = —-=0,24 

22 340 му 

о — 5.5 м, \ 
3, — 5,5 -- 0,24 .1.9-- 7,66 ся 
у — 5,5 —- 0,24. 2.8 — 9,54 „ 
3 —8,9 — 0,24.3.7 — 10,54 „ 
34 —5,5 - 0,24 .4.6— 11,25 „, 
95 — 5,5 -- 0,24 -5.5- 11,50 „ 


8. Материальная точка массе 

7% брошена вверх, под углом а Е 
горизонту, © начальной скоростью 
Фо; требуется озределить ттаектерию 
э:0й точки, пренебрегая сопротивле- 
Черт. 37. ‚о нием воздуха (черт. 37). Разложим 

начальную скорость по горизонталь- 

ному в вертикальному направлениям 

па состазляющие скорости: 5%. с03а, и, соответсзвенно, го + 5 а. Путь, проходимый 
в горизонтальном направленни при равномерном движении в течение $ секунд, равен 


<. 


А сои. Ь (1) 


Путь, проходемый в вертикальном направлении при равномерно-замедленном движе- 
нии, равен: 


2 
У = 0 ° Это. ао ов. (2) 
| Гы 
одставляя $ — = В авыение (2), получаем? 
но 99 * С03 9 а (2), у , 
у вата — бо. (8) 


2 ($. * 605 <) 
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г | И 
. О } 


Срагнение е ураврениеы, относящниея в черт. 13: 


показывает, что траектория точки есть парабола: обозначая через { нанбольшую выеот 
пОльема, через {$ — расстояние. пройбденное О ‘изойтальному на’равЖению до местё 


падедия, из сравнения коэфациентов этих двух уравнений нахо им: 


$ & — 47 Ф * Пр два ЕЕ ый а 
бт’. Зоя. соо Йй 1 * 


откуда похучаем: 


230,8 . СО5В и е та 28 1 
9 © 

-— =-— . 90 29 = 
4 + с0за 9 - 


| ПТ: д 71 М, _ АГ, а. 511 @ 
| с ах, я — : 
Тах как | фо а’ ие иыееы 29% к С058 @ — бр, со? а 605 & 


‚ и схедовательно, 


90 © 510% & 


(— 2 © те У ло 


9. Развомерно натруженная бал- 
ки, имеет ширину 9 =: с013% (черт 38). 
Гребуется определить форму верхнен 
части коптура продольного верти- 
кильного сеченея @алка так, чтобы 
балка быха телом рависго сосротив- 
дения изгибу. Низем: 


| 0 Сы С 
1. = — ое - 
НЫ } 
Обозначая пеземевляую высоту | 
прямоугольного поперечного сечения | РИ онл Ь 
через уу, имеем: „” Пи | | 
7; = ,* \ 
Напряжение на контуре будот: ИИА? не ИМО НН 
и | _ Черт. 38 
ГОО Сочи = р шь о нат е т. ® 
Че т. 0188 = А , \ р 
| |] 
Отеюха находим: к 
9 4 Я 41 Ч 
о - А = © ай млн -- ой. = — 5 — 5% 
у 2 о а Я 2 
р Из сравнения с уравнением эллицса, стнесенным & вершине, 
нов В Р 5 
о 
молучаем:; | 
3 
301 20 |. 
| *—2. и — 27, Н овательно, & = -5-$ 
| $) ВУ & г, следовательно, 5 
7: 
из равенства 
ть За. : с 
9=— = 1 следует: $8 — Е = -- Е 
Зав = — 9“ Л № 
2 
113 


в д ней 


ь № 


10. Прямой стержень движетея таж, что точки А ин В скользят по осям (черт. 19), 
определить путь, описываелый точкой Р. Вводя угох ©, как всномогательную перемен- 
ную (параметр), будем иметь: 

% — —@ * 605 $; со = — >; —6 - 11 9; шф=-. 

Так как со5?ф -- $1170 =1, ч0`некомое уравненне нанишется в виде: 

у. а 
— -- Я =1, 
[1 5 

Это есть уравнение элличса, отнесениое к ценгру, с полуосями а и 6. 

Обратно, можно сказать: ‹ сли точка А будот скользить по поямой, а точка Р опи- 
вываль эллипс, то тогда ВБ будет скользить вдоль Прямой (приацип эллиптического 
прями та). ` А 

Если а — 6 =", то точка Р будет описывать окружлость радиуса г © центром 
в точке О (стержень ОР есть направляющий стержень), прочие же точки основного 
стержня АБ будут двигаться по эл:ипсам, причем для точек А и В эллипсы обр щалются 
в прямые ланни. В прямиле Эванса точка Р ведется по окружности ради‘ са 7, и таким 

, : образом вполне обеспечивается пря- 

а, молнвенное:ь двикения точки ВБ. 
| В практических применениях, 
при матоети пугей, достаточно вести 
точку Р выесто эллдииса, по окружно- 
ств. имеющей ту же кривизиу, что 
и эллине. Пусть на черт. 39 точка 2, 
неподвижная Точка напрасляющего 
стержня, есть центр кривизны для 
вершиаы С эллипса. Радиуе кри- 
‘визны СР — ОР — р выразигся фор- 
мулои: 

р? 


В а 


Центр крявизны РБ ваходится 
следующим образом: строим ' а полу» 
осях ал 6 прямоугольник ОСЁ Л; опу- 
скаем из точки Ё перпепдикуляр на 
отрезок СИ; продолжение этого пер- 
пеидикуляра пересечет осъ Х в нско- 
мон точке Л. Из подобия зреугольни- 
ков СЕР и ОСЁЕ имеем: : 


ОЕ; ВЕ — ОФ: СЕ 


или 
Черт. 39. р: а— 02:6. 


Мля малых значений угла а траектория точки В будет приблизительно прямохи- 
нейна (приближенчое эллиптическое прямиле). 

11. Если определенвый объем газа, ", нахолится пох давлевием р:, то —-предполатая, 
что температура при изменензи состояния остаетея постоянной, —существует соотношение: 
71 ° 7! — №: °%, 
где эф. есть новое давление и 9. — соответствующий этому давлению объем той же массы 
таза. Обозиачая через 2., 7.,... давления и через 7. 9.,... — соответетвующие объемы 


таза, имеем: 
21 * 9, == Ра * а — 28 ° 93 =... == 601088 


(изотермическое изменение состояния идеальчото газа). 
Принимая величины р и 9 за переменные, находим уравнение изотермы: 0 — со15$; 
полученное уравнение есть уравнение равнобочной гипербол:, отнесенное к ас:митотам. 
сли начальное состояние газа определяется величинами Фо и %, 10 для точка 
1% (9, Ро) существует соотношение; 
Ро * $5 — ©0186. 


Гога уравнение кривой, проходящей через точку Р%, будет иметь вид: р. % = ° 45 
(построение—см. черт, 26). 
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Им 
с) Параметончесное представление Кривой. . 


Часто бываег удобнее представлять уравнение кривой не в виде 
7 (№, У) =0 или у—=Г(<), а выражать его при помощи третьего поре- 
менного $, зазываемого параметром. В таком случае вместо одного урав- 
нения 7 (2%, 7) =0О вля у=/(2) мы имеем лва уравнения и, значит, 
ДВО отдельные фувкции @ =], (1) и у==., (Г) параметра &, 

Для случая, соответствующего черт. 89, в качестве вспомогательного 
пороменного введен угол Ф. Гаким образом мы имели: 


я =7: (1 =— а. 60$0; у = 2 (В) =6- 519. 


Если уравнение кривой требуется написать в декартовых координа-- 
тах, тогда нужно исключить параметр ©; результат исключения и есть 
искомое уравнение кривой в декартовых координатах. 


а 
Примеры. 1. Определить вих кривой х— с с. у—6 19. Принимая во выи- 
4 


а у 
‚ из равенства с0$ = я 8 Ф т НОЕ 


мание соотношение 1 -|- 10526 — ——— 
-- "$ ЗЬ 
Г < 
й , 1/2 дя 722 2 
1-- АИ. == —= или — РИ о 
ь, 6 [6 РР а 
и Нанкенное уразиение ость, очевидно, Уравнение гинерболы, отнесенное к центру. 
ь, 2. Выразить скороегь свободного падения тела в функция высоты падения. Пара- 
в мотром возьмем время & тогда, при равномерно-усеоренном движении, по истечении & се- 
) . 
ГИ куид скорость доствгнет величины % — 90%; за это время тело пройдет путь Й = а. 92. 
. ы [24 > 
. | 
Деля уравнение 92 -—- 9°`Й на уравнение № —= —— 0, находим: “— 201 ` 
ы 'Найденное уравноние есть уравнение га- и 
раболы, отнесеяное к вершине; если значе- пу у 


у ния А откладываль по осн Х, значения ® — 
т по оси У, то парабола будет симметризчна 
отпосн ельно оси Х. 

З. Требуется опоелелить скорость равно- 
мерпо-ускоренного движения, © начальной 
скоростью 95, как функцию пути. За вспомо- РР 
гательное переменное примем 2; тогда по | м Зе 
истечении & секунд скорость будет равна: | 
о 2. г 
и Величина путн, пройденного за $ секунд, ' 


мыразитея соотношением: ой 
| Е и 2 
ВАО т р ТО | м 
К 4 \ ь 
Из равенства #=-°` “0. пол т м м 
7 т = = тЫ 
А 92 1} р р 7 С] 
В ИЛИ -_- = о, 
2р 2р 22 2р | 
} Черт. 80. 


Если будем считать $ за абсциссу, 
$ —за ордипату, то полученное уравнение 
представит еобой параболу, расположенную симметрично относительно оси Х, что ео 


207 
Фо? 
видеть из преобразований: 3-1 ор == — 3'; 92 -=2р5’. Аналитической подставовке э и 


2.3 
геометрически соответствует сдвиг оси Х влево но расстояние а —. 40). 


\ | х | - в АО АА РА | 
в. | у 175 


г 5 
4) Кривые, нмеющие уравнение веда У = Х 
1. Паваболические кривые высших порядков. 
‚Показатель % есть положительное целое число. ) 
а) м =1. Если БВ, (%, у) есть точка рассматриваемой линии, 10 #3 
воотношений 
у=С.< и 4=0: 2% 


имеем уравнение прямой ОР, в виде: 


О ИО 


| , 
а, 
и. 
93 
Я& 3 
4 | 
А, 7 
"И 
РИ. Черя. 4. 
че У (9 
\ . 
8) «=2. Уравнение кривой, проходящей через точку Р., есть: 
т И 
Я — % РЕ 3 


похученное уравнение естё уравнение параболы второго поряхка (черт. 41). 
) з=3. Уравнение кривой, проходящей через точку Ра, есть; 
50 
Я ет У 2.8 — 
свответствующая кривая представляет собою кубическую параболу. 


Построение: опишем на данной ординалте АР, = Ус, как ка диаметре, 
похуокружность (черт. 41) и из точки А, как из центра, радиусама 


113 ; 


) 


АГ А>,.. .—концентрические окружности, которые пересекутея в поду- 

окружностью в точках 1’, 2’,...; точки 1, [/,... вуть проекции этах 
— точек поресечения на орхинату 47%. Проведем пучок лучей ОХ, О1/,...; 
Точки поресочения прямых этого пучка е ординатамя 5 2... дадут 
очки кубаческой параболы. Если требуется вычертить вею кривую, то 
рокомоплустсл абсциесу =. нхординату % разлелить на одинаковое чисхо 
ранмых частей (тем самым на такое же число равных частей разделитея и 
отрезок (.Го). Произвольная точка Р кривой может быть построена сле- 
лующим образом. Пусть дана абсписса Оа. Проводим аб + Ол, пря- 
мую (с параллельно 0ви Х, описываем дугу окружности са радиусом 
Аа и проводим прямую 4е, параллельно оси Х; тогда прямая Оё пере- 
6040“ порпендикуляр аб в искомой точке Р кривой. 


&' ь 
маем ль вышел 9 од 


у / 


Черт. 44. 


} 


Нели отложим вниз отрезок ОВ=24, то прямая Б.Р будет каса-_ 
тельной к кривой в точке Р, | 
Исли уравнение дано в. форме: 


| Я 023 
а 


З 


то рекомендуется за независимое переменное принять отношение -- и 
| й # 


вычислять ординаты по денной ниже таблице. Данный отрезок О& == 
я и 317 


делим на. некоторое число равных частей — самое ухобное на 10 частей 
(черт. 42), берем из таблицы разность отношений и получаем 10 точек 
кривой. Данное уравнение может быть также написано в виде: 


т ЕЕ у’ — у”, 


г. в. может быть и злеко в виде разности двух функций, 


< 


Уравнение 9’ =}. - есть уравнение прямой линии, проходящей 


через начало координат 0; для х = { соответствующая ордината А В-=={. 
203 

Уравнение 9” =Ё. —в представляет собой уравнение кубической 
параболы, вершина которой лежит в точке О и которая проходит через 
точку ВБ (черт. 42,6). 

Разности ординат этих функций, изобразить которые и было. вашей 
целью, отмечены на заштрихованной части чертежа. На черт. 42, а эти 
разности, т. е. ординаты основной кривой, нанесены, отечитывая от 
оси А. Положение произвольной точки кривой определяется способом, 
данным на черт. 41. 

Прямая ОБ есть касательная к кривой в точке 0. 


Числовая таблица. 


| м 
< |0,0001| 0,0016 0,0081 0,0256 0,0625 0,1296 0,2401 0,4096] 0,6561 

7 

т—р 0,09 0,16 [0,21 (0,24 |0,25 |0,24 |0;21 |046 |0,09 

и а 0,099 | 0,192 | 0,263 |0,336 |0,375 | 0,384 | 0,357 | 0,288 | 0,171 


Пример. Часть балки несет нагрузку, представляющуюся графически треугольни- 
ком. Требуется найти кривую моментов (черт. 43). Привимая за начало правую вершину 
треугольника, нзображающего нагрузку, имеем: 


#; 


не о жр т ЗИ 


Из уравнения моментов относительно точки А получаем в— _ 9 ‚ и так как 


9. 


2? 
0; —=9:.: Ро то имеем: 
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Ор 


Полахая Музы в 5 


— /, получим: 
(= 
7 


| то ость уравнение параболической кривой третьего порядка, геометрическое изобра- 
° моние которой ‘лучше всего. получается разложением ее уравнения на составляющие 
а--> 
$ — 
— ими (9 = = 9; У, =0); (#=р; у, =). Кривая у’=р. 
и у & | Ч 
_ бода, ординаты которой могут быть или вычерчены, согласно черт. 43,с, или высчитаны 


у 


$ 
Иж и у". 


° Функции, Уравнение у =Т. есть уравнение прямой линии, определяемой точ- 
| у 


3 


есть кубическая гара- 


0 


а 


Ъ 


Черт. 43. 


по табтице; разности опдинат этих линий отмечены заштрихованиой частью чертежа. 
Прямая м” — / (<) есть касательная к кривой в точке В’. | 


6) % = 4. Уравнение кривой, проход»щей через точку Рх, имеет вид 
| а 
= Ш —— 
у у 2 , 


\ 


Это есть уравнение нараболической кривой четвертого порядка. При ев 
построении можно отправляться от кубической параболы; пусть Р. — 


д1Я 


точка этой последней (черт. 41); соединяем проекцию 8 точки Р. на 
данную ординату % с началом координат О, прямая ОЗ гересечет пер- 
| ‘пенликуляр к оси Х, проходящий 
через точку Р., в точке Р, пара- 
болической кривой четвертого по- 
рядка. Воли исходить из пара- 
белы второго порядка, то построе- 
ние производится соглаено черт. 
45: точка @ есть проекция точки 
Р,, лежащей на параболе второго 
порядка, на‘данную ординату У; 
описываем из точки А раднусом 
АЗ окружность и проектируем 
точку 8 на перцендикуляр к оси 
К, проходящий через точку Р;; 
точек» Р, будет точкой искомой 
- гривой. | 
`=) п==5. Ураваение парабо- 
дичоской кривой пятого порядка, 


7: 


> 2 даа к етич ОСНО ТЫМт чи ЛОВИТ ДЕ 


° проходящей через точку Р‚, имеет 
вид: 
поссаюлеть 2х ® 
9 ие 90 28 9 


ее построение указано на черт. 45: именно, прямая 04 пересекает пер- 
пендикуляр к оси Х, проходйщий через точку Р», в точке Р: искомой 
кривой 
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1 


' и 
р 


Поучмер. Уравнение упругой линня для равиомерно натруженной балки (черт. 46} 


_ ныеет вид: 
РВ (= 1 ЕВ 
И А И И 


7 } ® р А | 


Черт. 46. 


1 < ТА к о теже 
Значения величины У” а к помощью саблицы и нанесены на черте 
А 1 


Я и. —- + т. 42. 
13 от прямой ОА'; кривая У” = в“ `й вычерчиваетея согласно чер 


> Гипорболические чривые высших поояднов. 


Показатель м есть целое отрицательное число. Я 
а) п =-——1. Пусть точка Ръ(%, Уз) есть данная точка рев ‚ сле- 


довательно, координаты еэ должны уповлетворять уравнению: 


. . 93 
т. е. мы должны иметь: 9 = С. ``. Из этих двух соотношении нахо 
дим уравнение кривой, проходящей через точку Р 


ы 
| И 2 


\ 


т 
Это есть уравнение равнобочной. гиперболы отнебенное к асимптотам. 


| в) и=--2. Уравнение кривой, проходящей через точку Ръ, будет 
’ иметь вид: , 


—2 
2 2 
| У ее У “ ааа ОИ 19 72а о 
29 
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Пусть точка Р, есть точка, лежащая на равнобочной гиперболе. 
(черт. 47); соединяем ее с началом координат О; точку пересечения этой 
прямой с орданатой у, обозначим Кифрой П. Проектируем точку И на 
перпенликуляр к 0си Х, проходящий через точку Р;; точка Р. будет 
точкой искомой кривой. | 

1) » = — 3. Соответствующее уравнение кривой, проходящей через 
точку Р.» будет иметь вид: ‘ ый | 


И ы 
У — % аа 6 28} 
0 


построение кривой производится при помощи гиперболической кривой 
второго порядка: соединяем точку Р; (черт. 41) с. началом координат 0; 
прямая ОР, пересекает периендикуляр к 0си Х, проходящий через 
точку Р,, в точке ИС искомая точка Р, есть проекция точки Ш на 
периендикуляр к оси Х, проходящий через точку Р.. 


} 


У м 


ь 


< 


Черт. 48. 


Полобным же образом производится вычерчивание гиперболических 
крявых порядков выше 5. 

Пример. Стержень, имеющий форму усеченного конуса с произвольным поперечным 
сечением, |остягивается постоянной силой Р, действующей по оси конуса; требуется 
определить распгеделение напряжений вдоль оси конуса. Пользуясь обозначениями 
церх, 48, будем иметь; 
х и М 
‚3 рмизь я? 9 -в 9 
Из пропорции № : @ = Н?; (НЬ-—у)? следует: 


Н — 3 
=. и: 


‚ вхеловахельно, 


нь 
бит ете. = 


Полахая Ы — у==а, имеем: 0—0: 5. 


Мы получили уравнение гиперболической кривой второго порядка, начало коорди- 
нат лежит в вершине копуса, дополняющего данный конус до полвого ковуса, и одна 


. Кривая вычерчивается согласно зерт. АТ. 


г 


точка А, кривой дана соотношением 01 == т, 
1 


3. Политропные кривые. 


Показатель есть дробвое отрицательное число. 
Уравнение кривой: 
0” 
Я — У ° 
: С ОА 


или, полагая ® == — т: | 
к ь а ==> о -- О 


Пусть даны точка Гь (=, Уо) # показатель т. 

Построение. ‚ Выби- 
раем углы < и В так, что- Ву 
бы они удовлетворяли ра- м Ра. 
воцству, + | Г ‹ ы 

[ев = (1-5 2)”. 

Проводим из точки А, 
лиляющойся проекцией на 
ось У данной точки Бь, 
прямую АА’ под углом в 
45° к !оризонту, и из точ- 
ки Г)’ пересечения стороны 
угла а с продолжением ор- 
динаты Рь — прямую В’) 
под углом 45° к горизон- 
тальной стороне угха а; 
тогда горизонтальвая пря- 
мал, проведенная из точки. 
А, п периендикуляр к оси 
Х, восставленный в точке | 
), пересекутся в точке Р _ | Черт 49. 
искомой крикой (черт. 49). . 
Лля того чтобы построить точку Р’, надо повторить тот же процесс 
относительно точки Р. | | 

Даны две точки Р. и Р, кривой. Так как между координатами этих 


ТтОочок должно существовать соотнощение. к 
=] г. 23 
У __ Са 
7" В. 
Уз 1 


то будем иметь: 


у: — 9. | ‚) 


О ны ор 
2х. — Ша; 
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Для тото чтобы. получить другие: точки этой кривой, выбираем 
координаты х., У, таким образом, чтобы абсциесы т, 2.) дз и орлинаты 
у, у, У; образовывали геометрические прогрессии, т. е. чтобы абсцисса 
х. была средним геометрическим величин &, и ФТ. И, соответственно, 
у.— средним теомотрическям величин Уз, У; тогда будем иметь: 

= “8. Со ‚ Уз — К: 
ь 1 Уз 


° 95 


в этом случае углы а и В могут быть произвольными, значения же 
углов би 1 ‘черт. 50) определяются в зависимости от положения точек 


Черт. 50. 


Графически углы 5 и т находятся ‘следующим образом: проводим 
горизонтальные прямые Р, А, и Р.В.; прямая Р.В. пересекает произ- 
вольный, луч ОТ в точке -Т,; угол д оноеделяется положением прямой 
Го й:: проводим, далее, перпендакуляры 2) 0, Г, к 0си Х; перпен- 
дикуляр Р.О, пересекает произвольный луч Об в точке 5;; угол 1 
определяется положением прямой 65,0, (чорт. 50). Дальнейшие точки 
кривой строятся способом, данным выше, только вместо наклона в 45° 
следует взять углы би 7]. ) 

_. Замечание. Из условия 5 = = 45° следует соотношение: 
ЕВ =а-т а)”. 
| 3 

Если требуется произвести исследование, является зи данная Ери- 
вая политропной или нет, следует относительно новой - системы коордя- 
нат нанести логарифмы координат произвольных точек данной кревой 
134 | 


# 


4 
— (черт. 51). Если линия, соединяющея эти отдельные точки, окажется 
прямой, то даннал кривая есть политропная крчвая, . показатель степени 
которой определяется угловым коэфициентом полученной прямой. Если 
но получится прямой линия, то вычисление величины 1% для нескольких 
точек покажет пределы изменения показателя 7. . | 


е) Иинлондальные кривые. 


1. Цинлондоя называется Кривая, которую описывает точка Д окруж- 
оти АВ, когда последняя катится 063 скольжения по. прямой АС 
[ори 58). 

Уравнение чиклонды. Если обозначим через @ угол, на который 
мопертылается радиус окружности относительно своего начального поло- 
_ монил, то урзвневяя цикловды 
_ будут ИМОТЬ ВИД: 

м (© — 316}; 
р У = 7 (1 — с05 Ф). 


И 


т 
120 


к 
, | Построение. Отложам от- 
реток й (1 =— дугз | АБ Я, 

_ равлолим отрезок и дугу На 

_ одинаковое число равных Ча- 


я 


С 
7: 


и отой, построим точки пересе- м 
— чении 7, 2, 3 м отложим от- 1 
— реики 72, = 97; 22. =6Ы и и 
ВВ в с71; ТОЧЕИ ИЕ и 
_ булут точками пивлонды. Ё 
К. Пормаль к циклоиде про- 49 ыы 


° ходит через точку касания 


— производящей окружности и ное Черт. 51. 


— 00и ДС. | | 
у оли отмеченная точка Д. лежит вне плоскости катяшегося круга, 
— №0 00 траектория вазывается удлиненной чиклоидой; если отмеченная 
° точка А» находится внутри катящегося круга, то ее траектория ласт 
— укорочениую чиклоиду. = с 

| Обозначая через р; и р» расетозния точек А, и А, от центра катя- 
° щойся окружности, будем иметь уравнения первой и второй циклоид 
— в следующем виде: 


Ха=г. оф: 19; УГ * 608$. 


\ 


\ 


ше т е. китиеко © ® | ыы 2” -=- С | 

и т === а * ВФ; ры Оо и 

— 2. Эпициклонаа (черт, 53) есть кривая, описываемая точкой А 

_ окружности радиуса &С = 7, катящейся без скольжения по окружности 
плиуса 0, причем окружности соприкасаютея внешним образом. 

— Поподвижная окружность раднуса В называется основной окружностью; 

° окружность, кохорая катится, называется производящей окружностью. 

й' Уравнение эпициклонды. Положим В =п— Ти обозначим через Ф 

ВТ Ох, а которые поворачивается радиус катящейся окружности относи- 
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у 
+ 


тельно своего начального положения; тогда уравнение кривой, если 
т =п-- 1 иф=тп.%, будет иметь вид: 


д =7(т.- с08Ф — с0$ 1%); у == т (т: пФ — зщ тт). 


—18 
— 
% 
% 
% 
\ ` 
м 
$ 
к. | . 
Н } ". и Г. 
й { 
№ / 
Ал А чо чб» чамы Ри км «> о *® ; 
й : 4 
; |. 2 # в, # 
у ее ЛЕН Е 
и. -А | 2 
к Геи 
ФА чить дл 8. Мрр бл редо вобеное фл зас ть А, } 
Черт. 582. 


Построение. Отложим дугу АЕ, равную половине окружности АВ, 
и разделим 0бе эти дуги на одинаковое число равных частей. Проведем 
| пучок лучей О1!23Ё и через 
‚ точки делевия 1’ 8’ 3” произ- 
А водящей окружности проведем 
|  концентрические окружности 
$ с центром в точке О, которые 
р” |  [Пересекут диаметр АБ в точ- 
3’ —— ках Г, 11, Пи прямые пучка 
я | лучей соответственно в точках 
а, 6, с, Ш. Отложим дуги: 


а = 115; 66 = 119", 
с: в == 1418’; 


точки 4, а, 6, в, О будут 
точками эпициклоиды (черт 53). 
Частные случаи. 1. Для 
8—1, т.е. для г= А эпици- 
клоида обращается в кардиоиду 
(ср. стр. 282); так как в этом 
случае п--1=2, то пара- 
метрические уравнения кар- 
диоиды будут иметь вид: 


2 = (2.608 Ф — с05 2%); 
Черт. 53. — _ у == "(2 9щ ф.-— 502). 
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сли за ось У взять касательную в вершине „А и направление 
от А к О считать за положительное направление оси Х, то уравнение 
кардиоиды в декартовых координатах будет иметь вид: | 


(у -|- 2 — 28 2) = 48+ (2 У). 


2. При 7’= оо катящийся 
круг обратится в прямую линию, 
и опипиклоида будет эвольвентой 
окружности (ср. стр. 188). 

сли отмеченная точка 4. 
ложит в плоскости катящегося 
круга, мо вне его, то получается 
удлиненная эпициклоида; если 
отмечен ал точка 4, находится 
внутри катящегося круга, то по- 
и) чиелся укороченная  эпици- 
клонои. 

3. Гипоциклондой (черт. 54) 
иви ваетея кривая, которую опи- 
омивот точка А окружности ра- 
дну АС-==х, катящейся 0ез 
окольжения по окружности ра- 
 лнуа 4О0=0} причем окруж- 
ности соприкасаются внутренним 
образом. | 

Уравнение типоцяклоиды. 
Польвулсь обозначениями пункта 
@ и полагая 


Черт. 54. 


п 1=тиоф=п.$, 
получаом уравнения гипоциклоиды в следующем виде: 
д = (т : с03Ф-- с0$ и); у == (т: за ф | 81 2). о 
Построение аналогично построению эпициклоиды (черт. 54). 
1 
Частные случаи. При п =4, т. е. при г = У ПД, гипоциклоида 
обралиается в астронду; в этом случае т=п—1=3, и уравнения 
астроиды поэтому суть: | 
д = (3 05% -|- с08 3$); у==г (3 ящ 9 -|- 81 3$), 


ИЛИ 
х — 47. с0534; у == 4^ ‹ $13. 


Полагая й = 2, т.е. г= > В; т=п—1=1, будем иметь’, _ 


2 == 7 (с03 ф -|- с08 $) = 2703$; у==и (п — зш Ф) = 0; 


в этом случае гипоциклоида обращается в прямую линию, совпадающую 
с осью Х. Каждая точка диаметра производящей окружности описывает 
эллипс (ср: стр. 161). | 
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Еели отмеченная точко И, лежит вке катящегося круга, то 66 
траектория дает удлиненную гипоциклоиду: если отмеченная точка А. 
_ лежит внутри катящегося круга, ‘то получается укороченная зипочик- 

лоида. мт . 
Если калящийся круг содержит ту неподвижную окружность, по кото- 
рой он катится, внутри себя, то образуется кривая, называемая периии- 
жлоидой.. | | 

_Нормаль к эпициклоиде или гипопиклоиде проходит через точку 
соприкосновения производящей окружности с неподвижной окружность1о 
в момент, соответствующий по- 
 хожению данной точки кривой. 

Никлоидальные кривые при- 
меняются при нарезании зубча- 
тых колес. | 

4. Каждая точка прямой, ка- 
тящейся без скольжения по окруж- 
ности, ‘описывает  эволъвенту 
окружности. . 

Построение. — Откладываем 
отрезок ВР, равный дливе дуги 
АВ (черт. 55), и делим этот 
отрезок и дугу на я равных 
частей; 66, есть касательная Е 
окружности в точке 0, и ллина 
| ее равна 82; @а@, есть касатель- 
‚ ная в точке а; длина ее равна В4 
ит. д Тогда точкя А, 6,, с, Б, 
булут точками эвольвенты. Урав- 
нения ее в параметрической фор- 
ме будут: 


| я — и, (с08 Ф-НФ - 91 $); 
Черт. 55. у = 7о (31 ф--ф. 603 у), 


ду 


гле через Ф обозначено вспомогательное переменное. 


! 


— 


Г) Спирали. 


1. Аихимедова. спираль образуется равномерным движением точки 
(черт. 56) вдоль луча ОА, который, в свою очередь, равномерно враг 


тается около неподвижной точки О, называеёмой полюсом. Если, в то 


[5 


время как луч сделает полный оборот (360°), точка пройдет по лучу 
в в \ 

‘расстоявие ОА ==7., то при _ оборота точка пройдет расстояние, раз- 
#8 и. 


уд => 
ное —“®, влоль луча; отеюда получаем следующий способ построения 
т 


эрхимедовой спирали: делим окружность на ® равных частей; на такое 
же чиело равных частей делим отрезок ОА = 7 и от центра наносим 
на лучах, проходящих через точки деления окружности, соответствую- 
тие данному делению отрезки. | 
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Уравнение эрхимедовой спирали в полярных координатах имеет вид; 


- $ 
ло через * обозначен радиус-вектор, м через Ф- полярный угол, отечи- 
тыпаомый от полярной оси ОА ди 

’° в. Гиперболическая сик- 
раль, (писываем от полюса 
() сомойство концонтрических 
окружностей и на каждой из 
них, пачицая от полярной осн 
(А, откладываем и длины 
и} В ппеся таким обра- 
иом точки а окружностях 39- 
ме п гиперболичеекой спи- 
Али (чорт. 57), уравнение ко- 
торой имеет вид: г.Ф == а. Так 
КАК Для Ф = ©, И = 0, то пб- 
06 (О ость асинитотическоя 
очка типерболической спи- 
ради, около которой последняя 
лолно" босковечно большое 
чиело вавитков, никогда не 
достигая самой точки. Для 

0, г= ос, т. е. прямая, 
проводенная параллельно по- 
лириой оси ны расстоянии, 
равном < от нее, есть асими- 
тота гиперболической спи- 
рали, Построение касательной 
к кривой в точке.Р: проведем 
порпондикухяр ОТ крадиусу- 
воктору ОР в отхожим отрезок 
ОТ = а; прямая ТР будет 
касательной в точке Р.. 

3. Логапифмическая спи- 
раль. Пусть на черт. 58 4 
ость точка рассматриваемой 
кривой, и отрезок ОА = а; 
тогда уравнение логарифми- 


ческой спирали представится в виде: г=@, ©”? ; так как при. 
мА и. со, Хх — 0, 


то, следовательно, полюс О представляет собой асимптотическую точку 


сипрали, к которой последняя, для отрицательных значений <, неогра- 
ниченно приближается, никогда ее не достигая. 
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Построение. Пусть, например, т == 0,2; чтобы найти восемь точек, 
лежащих на дуге кривой, соответствующей изменению ф от О до т, поло- 


Жим © == -5- п; тогда будем иметь: 


Значения 7 этого уравнения могут бытв графически определены 
” согласно черт. 71, если положим ОЛ = а; ОВ == 1,08 а и постронм лома- 
ную линию САВСР. .. ДО = 8. Нанеся теперь на радиусах-векторах, 
соответствующих значениям 


ТУ, А, 
ры 0; === о, т т, ео 
Фо 0; фу фату. 


величины 
6 — — а. 1 ‚089; Г) = ее а. 1 у 


75 =а. 1,082...» 


Черт. 58. 


(черт. 58), получим 8 точек луги АВС логарифмичеекой спирали. Про- 

водя прямые ДАТВА; ЕОТПА; РЕ1ПНЕ;.., получим новые точки 
спирали, лежащие на осях координат. Промежуточные точки получаем 
‚построением ломаной 638910,..., если мы проведем 608-903, при- 
чём 23102; 98125;. 

| Казательная ТР в любой точке Р спирали образует с а 

щим радиусом-вектором ОР угол а = в0156$ имеем: 


р | И = и Ома, 
ЕрВо 2.а 


Лотарифмические спирали находят применение в технике фрезерно- 
шарошечного дела. 
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© 


| 
ео. 


, | > *> 
Под синусоидальной краевой 
Нонимаотся геометрический 0б- 


рав функции 


у 9 =: 0 ' 81 Ф,. 


иле угол Ф дается в дуговой 
Моно (чер. 59). 

| | функция у изменяется по 
зацому синуса: у = У - 919. 
— Лиция МА называется ра- 
лиуном- вектором; дуга, соот- 
_поторвующая углу Ф, равна 
 отроку Ф на оси $; изобра- 
мени отвлеченного числа $ 
производится В масштабе 
1 а бонтиметров. 
чение функции; у — мгновен- 
100 Значение. Так как вели- 
° чина ф. измеренная в дуговой 
море, по величине равна пу- 
ти, описываемому точкой на 
_ окружности радиуса 1, то мож- 
НО ПОЛОЖИТЬ 

п} ф< —®. р, 


А 


| 


_ вле через х обозначена ‘угло- 
Ч вая скорость, ‘тогда давная 
функция пранимает вид: 


и 1] == Ч * ЗФ -$._ 


# 
т 


Отсюда следует, что, при 
№ == С005%, у становится функ- 
_ цией одного только времени; 
_ в этом случае мы говорим, 
° что 7 изменяется или коле- 
° блется по закону синуса. Время 
° полного колебания обознача- 
‘отся буквой Т; оно соответ- 
ствует полному 0б.роту — 
° 860° — радиуса-всктора, так 
что ФТ = 9; величина Т на- 
_вывается периодом колебания, 
° величина == — частотой ко- 
м, 

_ щебания (ср. также черт. 12 
°— на стр. 204). 


— № 9СТь максимальное з5а- 


в) Синусондальные кривые. 


НХ 

1 

] 

| 
1 


и 


= 


_ 59. 


Черт. 


сеет ве асе 


> 


ь АА, 
>= чо пар чи“ вре 
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2. Функция У изменяется по закону косннуса: у’=9% . 030; из 

. ыы ь 
равенства 6050 == 1 (9 —- =) следует: у’ = 9% - 58 (с т а, 
косинусоида есть сдвинутая на = синусолда; так как функция у” дости- 


ей 


гает наибольшего значения ранее, чем ‘фувиция у = % - п Ф, то говорят: 
функция у’ опережает функцию 9 на = (черт. 59); _ есть сдвиг фаз. 
3. Точни пересечения обенх ВОнвых. Координаты точек пересечения 
должны удовлетворять равенству: у ==”; отсюда имеем; 
ут ф = (=) = У’ - 6050; 


4 
че ф =; = агс $ 95. 
90 Ус 
4. Сложение и вычитание сннуссидальных колебаний. 
«) Без сдешла фаз. Если две величины изменяются по законам: 


@ =, - За ф и у == 4 ° 90, 


"о будем иметь: 
#-ну=2 == (я --%,) ‹ эп $; полагая %-- и, = 25, получаем: 
2-5, 
т. е. результирующая кривая есть синусоида, раднус-вектор которой есть 
20 = 4% -- 95. | 
_ В) Со сдемом фаз. Пусть а веть сдвиг фаз, тогда будем иметь: 
у" 2 = - 510, | 
_ У = т (Фра) | 
2 = т - Зиф-- уз - а (ф--а) 
раскрыв скобки и сделав соответствующие Е ования, получны: 


- ша 
2 -Р% . 605а). [зо -рово ь ``) 
| о т. СОБ а 
Полагая. 
20-го * 6054 _ 10 ° Ша 


605 В 
будем иметь: 
2 == 20 * 31 (© -|- В), 
т. е. результирующая кривая есть синусоида, радиус-вектор которой 
равен`2о; она опережает кривую 2 == 2% . зшоФ на В 
Из геометрического изображения непосредственно следует, что СР 
как проекция радиуса-векторг МС == 2, равна сумме проекций МА и МБ 
(точка С есть вершина параллелограма, лпостровнного на отрезках 
МА. = в МБ = у}; итак, результирующий радиус-вектор 2, предста- 
вляет с0бой диагональ параллелограма, построенного на отрезках 20 
и %/; вместо нпострозния параллелограма можно из конца отрезка 25 
‘провести параллельно ч/ “отрезок, равный по длине 9, или наоборот 
(геометрическое сложение направленных величин или векторов). Черт. 608 
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_— называется векторной диаграммой. Вообще векторная днаграмма вычер- 
— чиваотся для ф = 0; дхя определения мгновенных значений можно систему 
’ осой вращать в направлении, противоположном возрастанию $; величины 
| Й пориендикуляров, онущенных из точек А, Б, С ва вратаемую ось ММ . 


2 


а у-у = 2) 5 [6 -В) 


Е в 
= 


„< ==- т + $ == =. [2-2 


Черт. 60Ъ. 


Черт. 60а. 


’ и далут искомые мгновенные значения. Воли коивые х и у изображены 

_ как на черт. 600, то ордянаты кривой, являющейся суммой этих кривых, 
получаются сложением ординат первоначальных кривых. Для образования‘ 
разности дазных функциЕЁ поступаем согласно черт. 61. Напразления 
векторов обозначены стрелками. | 
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5. Пепомножение синусоидальных колебаний. 
«) Без сдеши фаз (черт. 62). 


< 


1 = № 5т1$Ф; У=%` 98; 2=2.У==20 - У 5 $; 


# 


таь вах, 
о (1 2 
т? ф= = (1 — 00825), 


то будем имефь: 


0°Ув _ 20° 
2 


а 608 2$. 

жи 
Полатая 2 — о — 2”, 
получаем: 


2’ = — 9%. 00520; 
найленная кривая есть 
синусондальная линия, 
раднус‘- вектор которой 
46° 

2 

Вследствие перомноже- 

ния максимальных значе- 
ний <. и 1, требуетея вве- 
ленле нового масштаба для 
измерения ординат 2; нод- 
Со ° 90 

хеометрически соетвет- 

ствует слвягу 06 $ на 
25° У 


зять 


у 


Чезт. 62, 


т : 


станов» 2’=2— 


расстояние - в положи= 
тельном напрарлений оси. 
ординат. 
р ыа 
2 с д ыы © 
Для 2’==0 ф=- 


начало кобрдинат системы 
осей, относительно кото- 
рой фуняция 2’ =] ([Ф) бы- 
ль бы расподожена как 
обыкновениая  синусоидз, 
имест своими воординатами относительно прежнея системы числа 
2 40° 10 
ИИ: р 
ОСА = и ОВ = % суть редпусы-векторы хенных функций я =={(ф} и 
9 = (©); откладываем с помощью нового масшта ба для ординат отре- 


194. 


. Постосоние кривой 2 производится следующим образом: 


а‘ у | 


ии | | р 
Го г у © 
ок М'О=А = о: если. радиусы-векторы СА и ОБ те 
и ° | ы] . , ' 
против часовой стрелки, то ординала 2, соответствующая углу Ф, полу- 
Г `\ при повороте радиуса-вектора на угол 2$; расстояние точки С” 


4 


р 


© 
< - 
9- „: 
©. С 
[1% 
[=] 
[8 
|. 
| к А | \ 
к” | а ыы 
и У ая 
а ь А . 
т т р г Як 
= ра и! | = 21. 
Аа, в м = 
й ыы Н Е, «о 
`` | .. 
* я $ 9 
$ НО о = 
| ‘ Э- р“ 
| р 
и ыы 
ется | г с 
| \ —7 т $ 
+ 1 о ея 
ы ) } 
} 
, и 
3 | ДА 
‚} | | 
ху Е | 
“ет | 
С! | 
| а 
{ } 
3 с! 
‹ \! 
| - 5. 1 


2 — 


Ат еы 1В. 


= 


} / н 
У а ИЕ 
1 
4 
"} > чел иж 

„= г 
о 
$> 


". х ый | й | | 
ОГ 0си © ‘есть искомая орданала 2, збещисеа которой равиз Ф. Аля 
3. 


т 
бо = 0 а з. 20 — о 
| 


„ а 
А и 195. 


г 


8) Со сдашом Фаз (черт. 63). Соответствующие уравнения будут 
следующие: 


& = 2% - $1 Ф; У = 9% + 31 (Ф-На); 
2 — 45 + ЗШО . 5 (фа). 
Нринимая во внимание соотношения 
25 фо =1— 0052Ф и 251. с03ф == а 2%, 


по раскрытии скобок, получим: ' 


2. Жо .1 
=. у = то? сова — 6 ‚ с05 (2ф а); 
полагая же 
255: | 
ао 05а == 4”, 
в 2 
получим: 
т? ь] Я ‚ 
2” = — — 608 (2< -- а) == — 2 - 60$ (26а). 
Результирующая кривая представляет собоЯ синусоиду, радиус-век- 
ы у . 
тор которой 2 = те и горизонтальная ось сдвинута на 
и 
о. 05 @ = 2, : воза. 


Построение производится следующим образом: ИА =, и ИВ — у, суть радиусы- 
векторы данных функций х — дозшеи У — 0 - 51 (Ф-- а); они образуют между собой 
угол о. Откладывзем с помошью гового масштаба для ординат отрезок М — & . соб — 

о -г 9% 
Е —. ‚ с05 © (кривая, изображающая 2, отмечена ка, черт. 63 пунктиром). При о—0 
р хдиус вектор результирующей кривой 2, занимает положение М/ С, причем / ИМ!С = «. 
Повороту радиусов взхторов МА == =, и ИВ — у, наклоненных друг к другу под, неизме- 
наяющимея углом ©, против часовой стрелки на угол а должен соответствоваль поворот 
раднуса-вектора результирующей кривой 70 — 20 ТОЖе против часовой стрелки на угол 
2$; расстояние точки С’ от оси © равно искомой ординате а. 

Пример. Напряжение поеременнсто тока с индуктивной нагрузкой задается законом 

р — № * З1щ &«& чогда снла тока изменяется по закону 1, =10 ‚ 5 (67 — вт), где от 


{ | 
означает смещение фазы. Требуется определить мощность в зависимости от времени. 
Мощность получается как произведение мгновенных значения в следующем винде): 


= Е, - т. = .Т. 818 30. 51 (0 — вт). 


Пользуясь приемом черт, 63, получаем: 


о * 1 Ро › 1 
= с °. 608 т — > °, 605 (20$ — шт), 
Г. | 


и тах как и — озкачают соответственно эффективные звочения Й им Г то 


о 


имеем. | 
9} =. Т. с08 51 — Е. То03 (РЕ — шо 
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у ® 6. Уравнение кривой есть: 


, с = - ЗИ. а. 


в) при % =1 имеем: у = % - за (черт. 64, а); это есть обыкновен- 
НН СиНусоида, 

ь) При % =2 имеем: у = у -з1 22; соответствующая кривая хана на 
_Чорг, 64,0; она изображает периодический процессе с двойным числом 
_ полобаний. 

— ©) Нрив = 3 имеем; у = 40 - эт 35 (черт. 64,с); в этом случае имеем 
"ройное, сразнительно с (а), число колебаний. 


` 7 Черт, 64. 


| й) Целная линия. 


Цепная линия есть’ линия, но` которой распохагается гибкая вить 
при условии, что нагрузка единицы длиимы ностояниа. 
р 


Уравнение ценной линии (черт. 65) имеет вид; 


Если обозначим через Н силу натяжения нити в вершине 6, через 
Ф — вес дзнейной единицы натн, то параметр А = Н:р будет пред- 
ставлять собою такую длину нити, вес которой по величине равен силе 


у # 194 


2 8 
натяжения Н. Замоняя е'ие * соответствующими фразложениями в 


ряд, будем иметь: 


й | 2 1, 352 1981 2 
ее Де ЕЕ О А, 
у ото д? РЭ а Ге * т 


И Зо 
чес вин.) 


1 2% 1 = 
ВЕН}. 


сх а © >> => -- + +4 
® 


‹ Ц ПАС 
р 


Черт, 65. 


2 
В стучае мало изогнутой цепной линий отношение -; весьма мало, 


и потому можно пренебречь высшими степенями этого отношения; в этом 
случае уравнение цепной линин обращается в уравнение параболы 


- 22 = 21 (у—Л). 


Построение. Если известен параметр #, то орхинаты кривой вычи- 
сляются с помощью гиперболических функций (см. таблицу /). 

Если параметр Л неизвестен, то построение производится следующим 
образом: пусть длина дуги цепной линия равна 20, расстоявие между 
точками закрепления, считаемое по горнзоатали, равно 2, расстояние 
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Ум | 
’можлу точками закрепления по вертикали 25; межху эхими величинами 
существуют соотношения: 


Им —№ 5 


СА 


} р < 


а 


и 
Ф 


Ось Х ложит на расстоянии Г. оф, оточитываемом по верти- 
_кАли вниз от точки 14, делящей пополам прямую, которая соединяет точ 
ви закрепления нити; 005 У проходит на расстоянии Ф-й от перпенди- 

Кузяра, опушонного из точки ДИ на ось Х, оточитываемом в сторову. 
более низкой точки закрепления; величина ф определяется соотношением 


| 
й и и — Т, ® | | 
°— Если точки закрепления нити находятся н% одной горизонтали, то 


51 © 
_6=0, и следоватехьно, тЫ ==; угол @ подвеса нити определиется 


_ соотнощением: 
1. О 


БА (ей Гынет ут 
Г -® 


г 


Пример. Нить 36 м длины подлешена за дРе точки, расетояния между которыми 
воставляют: по горизонтали 2% м а по вертикали 8 4. Имеем: 


о оеоаьнный 


Иа 183 — 42 
№ ре д _ 18 — 1,463. 


т И ЗИ 


Из таблиц находим: 
1,6 1,59 1,58 1,57 


©. 
во 2.3156 2,3499 2,3245 2,2998 


1,488 — 1,5480 — 1,412 1,463 


/ 


[ля значения ф == 1,57 будем иметь: 


2 12 | ГЯ 18 
Со ре Е ыБь . уз | = 9 65 я 
а 7,65 и; о о Ох и 
$4 ых 
/. наф = -— ==-- =0,92222; Фф = 6,220; 
в Ф т 15 2222; Ф 0, 6 


ф. В 0,226 + 7,65 = 1,78 4. - и 
и закрепхения определены, 


оледонательно, для хорлзонтального смещения пазала координат будем иметь значение: 


Таким образом положения осей коордикат и визшей точк 


}} Еривые, уравнения ноторых имеют ВИД 
7 = а" + ©08 (ии). 


1. т=1. Ооответетвующее этому случаю уравнение Г = а. 0039 
прА®иставляег собою уравнение окружности в полярных координатах; 
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поиниыая во внимание собтношение: 42 2 —= , получаем уравнение окруж- 
№ "в ий 
ности, отнесенное к вершине, в врямоугольных координатах (черт. 66): 
у =а.&. 


ыы 
р . 
их 2. Из = —1. Уравиение соответствую- 
о ох шей линии пмеет вид: 


`\ 1 =а  . 003%, или а@=1. 6050. 
"Так как проекции радиусов-векторов, 

как видно из уравкения, должны быть ве- 

хичинами постоянными, то все концы ра- 
хиуесв-векторов должны лежать на пря- 
. мой, параллельной оси У; для прямо- 
Ди И угольных коордянат уравнение линии при- - 

о ол чимаест видя; та. 

3 т=2. Уравнение соответствующей 


х) к 
>> кривой есть; 


7 — 92. 605 2Ф или 18 — а? (2% : 605 Ф — 7 . 92), 


ры 


ас 


И. М) #Ы 


= 


не со соленые 


Черт. 67. . 
Принимая во внимание соотношение 1 ф == г ‚ находим уравнение 
кривой в прямоугольных координатах: 
(ау == а (2—9) | 


800 | 


вв кривал называется лемиискойюой (черт. 67); она представляет 606010 
_ тоомотряческое место точея, произзедения рзестояний РЕ и РА. кото- 
рых ог определенных точек Ри К, имеют постоянное значение, равное 


м, Так как в урввновие кривой входят только квадраты текущих 

Координах, то это означает, что кривая распозожена симметрично отно- 
‘битольно каждой из осей коорлинат. ЗВ изчале координат ветви хемни- 
вкаы расположены взаимно перпендикулярно; полована 06и кривой 


ранна а. \ 
— Построение. Уравзение в полярных координатах, 7? = 97: 6052$ 


Мот быть нанесано в виде: 
2—9. а? 0032 $ — а? = (а ИР - 6089) — @. 


ы 


’  04= 04” = в; отложам отрезв АР=АВ’ = а; опишем из точки О 
° произвольным радиусом ОР, = г окружность и отложим отрезок АР, =т; 
— опишем яв точки С ‘окружность радиусом ОР,; она пересечет ось А 
— в точке Ру пернендикуляр, восстевленный в точке Р. к оси Х, нере- 
сокаех окружность радиуса ОВ = «УЗ, е центром в О, в точке Рь 
’ сооднним точки Р, и 0; точка пересечения Р; прямой ОГ. в окруж 

° цостью радиуса ^ будет точкой лемнискаты. уе 
Для построения нескольких точек рекомендуется пользоваться сле- 
дующим сгособом: разделим отрезки ОА! == А'8° на одинаковое число 
равных частей; опишем раднусами 06, Об’, 08’ кокцентрические окруж- 
ности с общим цевтром в точке 0. В точке ТЕ воветазим к 068. Х 
перпендикуляр, который пересечет окружность радиуса Об в точках ИТ, 
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ТГ’; лучи ОТГ, ОР/Т пересекут окружность радиуса Об в точках Р. 
и ГР лемнискаты. | и 


4. 1 == %. Уравнение соответствующей кривой имеет вид: 


1 2 $ 
ге ай. Е у 


г=а. 058 = 5 (1-1 6089). 


Из равенства 2.с058 г —1-- 605 ф следует: 272 — 07 605 ф=а. и 


‚так как для прямоугольных координат 


7 = --уУ и т. 608 ф ==, 
то будем иметь: 
4 -ГУ) (28 -- у 02) = а, 
Откуда видно, что эта кривая есть кардиоида (черт. 68) (вр. стр. 282). 


х К) Уразнения некоторых других конвых. 


1, Циссоида (черт. 69). Уравнение кривой в полярных координатах 
имеет вид: 
о © =— = Н Я (: я 
‚ т. 6059 = а. 51010 | 
Построим на а, как на див- 
метре, окружность; будем иметь: 


\ 
АВ =а4. 515; 


проекция этого отрезка на гори- 
зонтальную прямую, проходящую 
черэз точку 5, выразится еоотно- 
шением: ВО == 4-51? 9; из урав- 
ненил кривой следует, что ВО=и. 
Откхадывая ва прямой ОБ от 
точки О отрезок, равный ВЛ, 
получаем точку Р циссоиды. Прх- 
меняя Формулы перехода от де- 
картовых кооркинат к полярным, 


й р 
в. _- -“ъ < № 69 К в о 
| 


” № —Т. 6059, Я—=т- 9109; нахо- 
81 уравнение кривой в прямо- 
< | угольных координатах: 


Черт. 69, 8 (@ — 2) = 23. 

2. Нонхонда (черт. 70). Проведлем прямую БАБ, не проходящую 
через точку 0; если будем теперь на лучах ОР, СР, проведенкых из 
полюса 0, по обе стороны от точек С пересечения их с прямой ВАБ,, 
откладывать отрезок постоявной длины а, то геометрическое место 
конечных точек этого отрезка и будет представлять собой конхоилу. 
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у. ; 

ели обозначим через 6 расстояние прямой ВБ, от полюса О, то ура- 
впопие конхоиды в полярных координатах будет иметь вид: 

и. т м | 

№. И а 


608 < 


В: 


°—  Уразнение конхойяды в прямоуголь- 
ных координатах есть (50. стр. 150}: 
(2-19?) (2 — 5) = ай. 
`3. Показательная кривая есть гео- 
_Мотрический образ показательной функ: 
ЦИИ | 
| У=а”. 
В частном случае уравнение имеет 
ВИД; 
— Фх 
ый _ уе“, 
10 число. е = 2,718281828459045... 
®еть основание натуральных логарифмов. 
| Если примем отрезок длины 1 за 
масттаб по ося Х и отрззок длины а 
Пи масштаб по оси У, то изображение 
показательной кривой может быть полу- 


й 


— Чоно следующим образом: отложим от- Черт. 10. 
розки ОА —1 (черт. 71) и ОВ=а | 
если проведем 6БС 1 АБ, то будем иметь: ОС = а; построение 
`02-- ВС даст отрезок ОБ =: ай; построевие ДЕТ ОЛ даст ОВ = 
ву # 


* 6-7. -8. -1. -5 -5,-4°% 


Черт. 71. 


== 4%... Провехя Аа ВА, получим Оа=а!: построив ба 1 а4, 
получим 05 =а. °, построение 9 № аб дает &а г: построив ас 1 бс, нолу- 
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< 


—“ | =. 9 бат 
чим @_`*... Нанеся найденные таким обрезом величниы... а а 


@° —1, 0% 22... в качестве ординат, соответствующих абециссам 
== ПЦа=оя=а=:2;..., получим показательную 
кривую 9: == а”. Соотвототвующим же образом получается постросние 
кривой у, = ©, когорая относительно сея У раепохожена симметрично 
кривой 9, == а*. | 

Скледывая отдельные ординаты, получим кривую: 


У у аа ®. 
Разделив пополам ординаты последней кривой, будем иметь уравнение: 


ы 


=>а 


1 мВ. 
Я (уу) = а 


которое, при а-=е= 2,118281828450045 .. .› Становитея уравнением 
цепной линии; параметр № цепной линия в этом случае равен единице. 
4. Логапифмическая нривая. Прологарифмировав уравнение у == а*, 
получим уравнение: 
| | ву =. ша. 
Если примом величину & зв основание системы хогаряфмов, то © а, 
как логарифм основания, будет равен единице, и мы будем иметь: 


одеты НО ВИ 
ий 2 & 9; 


полученная функция есть функция обратная показательной; похагая д ==:5,” 
и У =, получим: | | 
А ЕВ 
У = 10. 
3. Кривая затухающего нолебання (черт. 72). Уравнение этой кривой 
имеет вид: | 


3! == 0: О 702 о ЗВ (в.ж-- 63}; 


` 4, = $1 (2.1 .с3} 


г -Вт за Ра =. „тт. 
5 ЗИ (С,.Л+6,} фе 


= — „>> 3—4 17%. > 1 «> я А - 1 
о 
ИЕ ОО Ну = # 
2 
те 6 че мои ых к м > == 2 = Л в 
к Ва 
’ $} 


20а 


#1 
 опо представляет собою математическое выражение маятникообразно за- 
_ тухающего колебания. Это уравнение получается перемножением функ- 
_ Пий у =с1*е и у» == (е.0-- 3); кривая имеет пориодическое 
точеные, но максимальные значения ее убывают но закону у:; величина 
_ ватухания зависит от 6. | 

— Кривая у, == $т (6.2 -- сз) представаяет собою сдвинутую на рас- 
— стояние сз влево синусойху, которую можно изобразить согласно черт. 59 
на стр. 191. | 

| Кривая ЕР, ° 2—8" соответствует кривой 9; =0;:°@ °, расемаг 
 тривавшейся в пункте (3), если положить еб == а. Нели взять масштабами 
по оси У величину с аи по оби Х величину с; (черт. 72), то, при- 
— моняя процесс, изхоженный в пункте (3), получим орхяваты кривой у, 
— соответствующие абецыесам 1, 4, 53,... Из равенства 9 =, + У» следует 
Узи, = 92:1, т. 0. У есть четвертый член пропорции, три члена которой 
буть: у, 9. и 1. Дая того чтобы построить произвольную точку этой 
‘кривой, нанесем на оси Х отрезки у; и 1, соединим козечную точку 
отрезка 1 с концом орлинаты ‘у, и из конца отрезка У, (отдоженного 
на оси Х) проведем прямую, паралхельную прямой 1195; построенная 
паким образом прямая отсечет на перпендикуляре, восставленном к оси А 
В точке 2, ординату у. ‘ 


= 


М. Исчисление бесконечно - малых. 


А. Диберенциальное. исчисление. 


| Пусть дана задача — достроить касательную к кривой 9 = {1 (7%) 
в точке Р (2, У). Так как касательная, кок и всякая прямая линия, при 
помощи данной точки и направления определяется единственным образом, 
— 10 предложения задача сводится к нахождению направлевия касательной. 
Сослиняем точку Р с близкой к ней точкой Р, кривой у =7(2) тах, 
чтобы координаты 2, 9, точки Р, отличались от координат х, у на очень 
| малые, но конечные величины 42 =. —м и ДАу=у, -—9. Нрямая Р.Р 
` образует угол каклона т, который $ 
| определяется при помощи соотно- 
шения: | 


Заставим теперь точку Р, при- 
ближаться. по кривой к точке 2; 
тогда направление секущей Р.Р 0у- 
дет изменяться. В тот момент, когда 
точка Р, совпадет с точкой Р, се- 
кущая сольется с касательной, и 
угол наклона секушей т перейдет 
в угол наклона х касательной. Рас- 
сматривая изменения, которым под- Черт, 73. 


 вертаютея. величины Аж ин Ау при приближении точки 1 
к точке Р, можем сказать: переменная величина Дх принимает все 
меньшие ин меньшие значения, так что какую бы малую ностоянную 
величину наперед мы ня задали, А станет в конце концов меньше 
нее; иначе говоря, Ал ость вехичичв ‘исчезеюще малая. При совкалении 
точки Р, с точкой Р, Аз обращается в нуль. Нели точка Р, при своем 
движении по кривой перейдет точку Р и окажется от нее влево, то пря- 
мая Р.Р опять становится секущей: поэтому касательную рассметривают 
как предельный случай сокущей и говорят: секущая стремится занять 
положение касательной, если очень малое, но конечное значение Ля? пере- 
_менной величины 2 стремится к пределу, разному нулю; следовательно 
и угол наклона ф касалольной представляет собой предельное значение 


4 


угла наклона т сэкущей: 
47 оф = Ни т, 
Ах —0 


что читаотся следующим образом: Итез 0х при Ах ==0 (латинское 
слово Шипе$ значит предел). Вогла говорят: „исчезающе малая величина“ 
или „бесконечно малах величина“, то это нужно предетавлять себе так, 
что дело идет прежде всего об очень маленькой, но конечной величине, 
которая нотом приближается к пределу вуль и в нределе обращаются 
в нуль; мы имзем дело с непрерывным уменьшением величины Аа. 
Следует придерживаться именно такого способа представления беско- 
нечно малой величины, так как при Ах == 0-- предполагая, что Функция 
7 (2) негрерывна,—было быравно нулю и приращение Де, а веледствие 


О 
этого выражение — = т приняло бы неопределенное значеняе г 
Благодаря же указанному способу покимания мы получаем вместо ке- 
определенного выражения т которое не представляет ни смысла, ни 


| . ДУ . з 
интереса, определенное число: И $0 т = Нт —, характеризующее собой 
А&=0 4—0 42 
наклон касательной к кривой у =7(2) в точке Р(х,9), 


Е | 
Выражение л.=` Аз Называется разпостным отношением; после 
перехода к пределу, согласно обозкаченням, введенным Лейбкицем, это 


выражение записывается так: 


(И | —1 
== И ТИ $2 Ф. 
42 1—0 АХ 


7 


` \ 
ат и ау суть дафоревпиалы; нод 4х подразумевается исчезающе малос, 
или бесконечно малое поирашение пероменного 2; — есть производная 
функция у=7/ (1; когда от данной функции у == (<) ищется производная, 
то говорят: требуется продиференчировать фувкцию и ==! (2). Еели 
известно положение касательной к кривой у==[(л), то тем самым будет 
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М ‘ .. | 
ЮнА и производная функции; я обратно — можно построить каса- 
ьную к кривой, у == (2), если известна производная функции 


В У 


пилеры. 1. Требуется продиференцировать функцию у — @%. Так как в Дином 
учае уравхенне ь 


$ 


у — ах 


‘пажвег собой пвямую. направление этоЯ линни постоянно, х. э. угол наклона ее, 
прелоллемый из соотношения 69 о — а, известен и имеет спределенное постоянное зна- 
Пина; отсюда, следует: | 


—а, кли а(а. 5) =а: 48. 


$ НБ иен) 
г. ея — й 

‚ 95 их сх 

°— 0. Требуется продиференкировать функцию 9 — а. Линия 9 = а есть прямая, парал- 
ольнал оси Х; ее угловой козфициент 5$ — 0, . 


Ра 


, \' 
| &4 а (а) 
‹ | | т. т р ео или @ (а) — 0, 


6. можно сказать: диференпиал постояяпого количества, (а) равен нулю. 
3. Требуется продиферениироваль функцию у = &2. Воординаты 
=е-- А; и=Уу- А 


; # 


_ Точщи Р.,, близкой к точке Р (м, /), должны удовлетворять уравнению кривой, т. е. 


‚  у=а@- 45), 

Образуем прежде всего разкостнов отношение: | | 
— м 
ду _и-и а --4а фа [27 322 Да -|- 32 (Аз) -|- {42$ — 2] 

А А ТН: Аз ой) А 


| Ат можно положить равным нулю только тогда, когда, ухастоя освободиться от этой 
\4 поличины в знаменалехе. Очевидно, деление правой части на Аз дает: 


А4/ а == 9 
57 пи “7 $ # ны $ ; э1 
Пе Ра 33 . Ах 45%). 
Теперь уже можно сделать переход я пределу; поло- 


— жи Ах =0, получим: 
Ч 


Мы видам, что постоянный множитель < остается та- 
копым ив окончательном оезультале. 

Похлетавляя в нодучеяное выражение производной зна- 
чение 22, определенное из уравнения кривой {-=-0, т.е. 

2 ‚Я | 
виачение 2=— найдем другое выражение дхя тан- 
и ы 

генса угла наклона касательной в ириной в точке Р (черт. 74): 


У 3 тельной 
т. вторую точку А касалельной определим при 


х 
| 
"| 
} 


помощи отвезка РА -= 89, 


Унпотребляя символы общего виде, получим: 


и _ ща ГО № -Г® У 
и о Ни 
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а) Общие правила. 


1. Димевенцикрование суммы и вазности. Пусть ланы Функции 
и = (а) и = (м): 
их геометрические изображения даны на черт. 75. Кривая, начерченная 


пунктиром, выражается уравнен 


у 


еб 


-ы 


зав сые 


50 с т ча рро 


ием: у==\и--9. Легко видеть, что беско- 


нечно малое приращение ду 
должно выражаться суммою бес- 
конечно малых величин Чи и 
@?, так что 
у =и--; ду=ан-а5; 

ве: 

ах’ ах‘ ах’ 
т. е. производная суммы (раз- 
ности) равна сумме (разности) 
нроизводных. 

2. Пифоренцирование произ- 
ведения и дроби. 
4 = +, 


Черт. 75. | ге и= (5), о=Р(). 


Если 4 и о изобразить при помоши отрезков, то у должно быть пред- 
ставлено прямоугольником (черт. 76); дадим и приращение 0, © — при- 
ращение 4; тогда прирашелие у выразится заштрихованной частью чер- 
тежл, которая состоит из трех прямоугольников: 

| (и. а%), (и. ам), (аи. 4%). 
Произведение 4и- 4% называется бесконечно малой величиной второго 
поряхев; во сравнению с бесконечно малыми вехичинами первого порядка 
ею можно пренебречь, и мы в результате будем иметь: | 


№ 9% аи 
ау = и. 4% --®. аи; а 


- Вели нам даны несколько сомножителеЯ, из которых каждый является 
функцией от х, то найлем: | 
| ‚(ам Ч. а 
(и: е-ш... — НЕ ыы ре ‚1 што... 
( я У | 


Нели = -- ‚ то выражена и = +4 
представит с0бой прямоугольник и мы 
будем иметь: | 

ди =х.аи-Ру. 4%, 
откуда | 


5. 
о Чи—и- а. ау 02 ' ах 
ИИ `’а8— г. 


268. | 


| 3. Диференцирование степени. Пусть дана функция У == а * 2"; тогда 


| до =а@- 9), 


у 


зизностное отношение будет иметь вид: 


Ау __ а [(@-- А)" — =”] _ 
г? м Ао“ Я 


Ат 


и. 
% (п — 1 
р аа" ва" 1. Ах ИО даны, ай 
| (42) | 


ап. ее о е--- | 


ею 
ее 


1.2 
/ | ) 
Переходя к пределу при Аж = 0, получим: 


(а. м =а. 0:47". 4. 


Корень рассматривается как степень с дробным показателем. 
4. Производные тригонометриче- и 
оких фуннций. Пусть требуется про- 
°— кифереицироваль функцию у = 51 2. 
На черт. 91 
АА’ = пя =У; 
| ВВ’ = т (2-- 4) =и,; 
ВС Е Е 


| Пусть дуга АВ бесконечно мала; 
погла хорда АВ, дуга и касатель- Черт. 77. 
ная сливаются, и мы будем иметь: | 

— АВЕМА и -0ВА= т. Из прамоугольного треугольника 


вайдем: | 
ВС = ВА : со СВА, — | 
| р 
4) = 42 * 08%, так что —— == 608, И 
иди т 
азт® _ т 
а _ , 


или | 
| ат 2 == 052 + @%. 
Производные остальных триговометрических функций даны в та- 
блице на стр. 213. 
209 


. производная логаризма. Пусть требуется найти произвол вую 


функцию у == 122; будем иметь: | 
Е О 
, Е _ Ая СМ, 
2 -—- Ах 1 А 
еж о ® 1 - | и -— Ш № ] -|- и © 
| Ах 2 | 65 2 
Положив ы 
ГА 1 2 
— => или Ам = —, 
д 3 7 
найдем ^ | 
А+ 7 1 1 ъм\@ 
шва) = к |+). 
ПН п © С) | 


й Не 
т Ш в (142) | 


а Я Ч РИ) 
'Гак как ее \ 
м 1 22 
На (1 +=} =е=2,118281823459045.... 
8 — со й / 
то 

ел. 1 
а 7 
Пе ОЕЬЮ о © © 
с? 28 = 


Воли е принять за основание системы логарифмов, то ве = 1, откуда 
для функции у = шх будем иметь: 
| Фу # 
в 
6. Лиферениировение обратных фуннций. Если уравнение Я 7 (2) 
решить относительно 2, то получим функцию 2 —= Ё'(у). Так как эта 
функдия образуется через обращение характера зависимости переменных, . 
‘то она и носит наименование обратной функции. 
Из равенства 
‚ 4 @%_ 4 @®) ао) 
_ 2 а 4 ду 
следует: р 
аЕ(у) _ 1 Ще @! 1 
Чу (2) ау’ 4»  аЁ(у)’ 
а» ат а 


г. ©. производные двух взаимно обратных функций имеют Взаимно 
обратные величины. я 


1} у = 17 (2) = аге т м, тогда == М (4) = зпу, 
Чу _ @(агс эт 2) м АЛИ ВА 1 И 1 
ал‘ @2 _ @(3щУ) ^ с08и ИУ! зму Уж 
ау , 
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9) К ] ' 11 , 
у—@,; © — 16.4, ® == т ° ПУ, 


и 
нии 1999 


ша а 
а (2*) = а” -Чва. ах. 


Для в=е, та= Ше-==\, так что @(е”) =е?. @%. + -е7 есть 
впииственная, до множителя, функция, которая совпадает сс ‹ ей про- 
водной; функция е” называется доказательной функцией (ср. ср. 203). 
’ 7. Дифоренцявование неазчых функций. Нели веявная функция. 
ву 
с 
_Иопосредствевным диференцированяем, причем члены, содержащие х, 
и дифоренцируются но Хх, а члены, содержащие у, — по и; например: 


т 
и 


- та; 


может быть найдена 


ийлона уравнением 7(5, у) =0, то производная 
‘ 


Чу 
2 уве Е 1. 7 тео й и Ее чение — Ф ( 
4) 2025; 2 Ву == Вр 4%; м 


№ ли у=7(% 5) есть функция двух переменных % ит, тб, вообше’ 
гопоря, / будет ‘изменяться при измекспии только одвого неременного 14, 
й то премя как о будет сохранять постоянное значение, или если будет 
_ щамонлться только © при постоянном значении и. Допустим, что изме- 


01 
илотся только %; тогда можно образовать производную = ‚ которая, 
и 


ОДНАКО, обозначается символом и казывается частной производной 


й 

‘9%. 

| Фиункиии у по переменному и, потому что в качестве независимого 
иероменного рассматривается только и, вследствие чего характер изме- 

ценил функции 4/ оказываетея неполным. 


ели дана функция и = 5%? -|- Зи0-| 27, то, такам образом, найдем: 
0 0 | 

ри = 10-30 п = 3и-- 40 

| Нели незазисимые переменные 2 и 9/ связаны между’ собою уравне- 


пом 7 (2, 9) =0, то, раз точка Р. (2, 9.) лежит на данной кривой, — 
— будог иметь место соотношение {(х;, 9.) =0. Так как разность обоих 
вначений функции равна зулю, то можем написать: 


Т (=, 9) — 1 (5, 9) О, 
Прибавив и вычтя в числитоле выражение /(%,, 9), получим; 
Ги, У) — 1 У | Г(аь у) Г @ь 9) 


аи 7 — 0, 
1 И НЙ — % 
ии. 
т Ире 
| Г (2, 9) Я 9) ко (у, 9/1.) Я (21, 9) И 0 
< у————_ | и АИ Ия ОННБаИ я и 


х, —# у: — у 2, — п 


иди, умножая второе слагаемое на 


Рассматривая в первом слагаемом. У дак постоянное количество 


и полагая 2, =@--42, можем написать: 
7 (у, 2.) — (9, %) ИФ а А) — АИ, ИУ, <). 
 —9 Ел 
Полагая во втором слагаемом 
У. = -[ Ау, 
представим первый множитель этого слагаемого в виде: 
о У) — Г (2, У) _ _ Г, У-- 49) — 1 (а: 9) 
У. —У Ау 
По переходе к пределу получим: 
а 2-42) — Г (у, 2) _ 07, у) 


Ах — 0 Да 0% к 


4 


причем 4 == сол5ё 
7 (®, у Ау) — Г(ть 9) Г, ь 9). 
фе = о А ОГ, А о 


причем 2 = с0155; 
ль и И 


а о” = 


Е а А Та? 


О) 6, 9 


и следовательно, 


02 ду А’ 
откуда | ВА 
07 (5, У) 
а д; 
(0 Ор (х, у} 
03 . 
к. 
Пример. Найти угловой коэфллиент т = 45 о часательней к элличсу и | 
Написав уравнение эллипса в виде 225? -- 924? — 925 —0, найдем: 
ОЁ (2, и) 97 {5 И 625 
ОГ (о, 9) 26085, ОРУ) 2’у, следовательно, и — 5 
9.5 ду Я ау 
Пусть функция задана в параметрической форме: 
в Г и / 
в = 1 (2), и= Г, (1). 


В этом елучае диференцируют оба уразнения по { и волагают 
Чу _ ау ах 


: ® 
д ‘а 
Поимер. Лано уравнение эллипса в виде: 
% — 46039; 9 — безто; 
тотла 
О ат : 
о — 7 — а» Шо, 
аф. ? _- | 
следовательно, 
| ау . с03э _ _ В 
а а 
@% а. зо у 
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в) бснозные шормульь 


С! 
В е т = 
а] 
) нА | : 
=. — @--: “= 1 
9 | “2 ал 
+  &8 
3. и=жи-Ре-ю-...; Е 
о и я ИЕ + га 
4. У=и. 9‘ Чу = и - до - 2%. 
% о ии. 4: 
СА ЕЕ 
у „’ 9 их ь 
ди а а 
6. у=и-%:щ...; ау = — о —- — с...) ве 
и о 9 т } 
/ 
а ду=а:п- 2". 4%. 
— Цх 
8. = Из»; ау = ———. 
| Их 
р 5% 
9. и— —; би=—- 
$ 28 3 9 2:2 
10. у=е"; ду == е*. 4х. Ш. ужа’; фу = @® . та. 45. 
| ен Те 
2. ч — №2: Фу == —. о. ЕЯ п =. 
г 9 › 95 и 13. 9 Ва у ОИ 
1 032. 42 
|4. /— за 2 4 -==0с082. @х. 15. у= ——; == 
у т У = ща, у 5112 2. 
| т тя. ах 
16. /—0032; @ау=— зт тат. 11. у=—_; = а 
03% 695? Х 
Я 0 
ео д. 19 ое 199. 
у 57; НЕ № 9 ое у $132 2 


Е (4 5...) 


20. у = атезт 2; ву = —— 
И — 2? 
2 
р — ВЕСОВ 
У1 — 21 
6% 
22. у = мех; @у = Ея 
23. 4 = аа; @у=— га . 
24. 9 =’ дит (а ша. аг-- 2. 45). 
ов Ор ооиВО д 


дн | до’ 


7 


у = = *Чц-=.- @8-|- = аш--... 


ь. 


_@) Произвелные выстих повялков, 
| | ау 
Если у==[(2) есть данная функция переменного я то -—— тоже 
\ ах 


будет авлятьс» функциеЯ от ”, мы уже внаем, что это выражение назы- 
зается производной функицей: она обэзвачается также символом <". 
р р в 4 мг Во | у 

Выражение у” = а Г’ (2) есть первая производная. Производная функ- 
‚ ЦИЯ, нак и всякая другая Функция, геометрически изображается в виде 
кривой; эта кривая называется диференициальной кривой для функции 
7 (2). Повторяя предшествующие рассуждения о проведении касательных 
® кривым»мы можем и к этой кривой (ем. стр. 221, черт. 82) аналогичным 
образом построить касательную, наклон которой определяется соотно- 


6)” '_ 
шевием во = и Выражение 
4% 
ай 
и’ 45 а 
о У Г” (=) 
ЕЯ 429 аа? 


называется второй производной: теометрический образ этой последней 
опять представляег собою кривую, тангонс угла наклона касательной 


т ву” 
к которой есть 6 Ф Е, 


75 


9 Кл 2! 
т тнеи т). 
25° (>) 


В результате И-кратного повторения этого процесса получается н-я 
производная: | 
ау 


дай = У = Г (&). 


Образузмые из производных вк-ших порядков 


Для этого тангенса пишут 


‚ диференциалы ау, 
43),..., ау называются дифоренциалами второго, третьего,..., и-го 
порядка. Дзя вычислевия производных высших порядков остаются в силе 
те же правила, что и при вычисления первой производной. 


9) Применение земных бопмул, 


а ау 
—=а- р: == В: = 6" — ‚ 
1. у=а- 65; т = 6; о да 0 
9 о. Я 
— а —- 28. = 4" — — о 4" — : 
2. У == а — 27; И 25; а | 
3. 9 = (@-Р 5)? — 08-1 За 687; ч,’-— 20 2630; 3,” — 92. 
9 и у 


ЕР 1/ 1 ыы, 
и Уп=и И И 


1 З , И э ма 
пеыь —. “мемыа Я > пловачея в Е] ареесаль А Др > — С] ЖА [1 
а 2 и = —3.9 и) 12-м И: 


6. и = (а у 6%}; полагаем а-- 6 ==2; 0. ай = а; у = 28; 
Ио: НИ 


й а. 5; 4’ =6.5.6. 2%. а = 306 (а -- 0%)* 65. ах: 

в ии 305 а 

И 

Ю. у = И а? а Е: р. Я 42: а 

и. ‚ Ч= У 4" — 4”; полагаем @% — 4* =2; — 20 0 = 48; уе7; 
| Аа 1 оды 

в. аи == — 2 №. де = — (а — 2?) в. (—22) . аж; | 

в, 2 2 

. 


3 | 
у = У 35 —22; полагаем 32 — 2072 0; (38—49) . ат = а; 
1 
у; =. №. = 382 — 252) - 18 (3 — 4%) 9% 
- З 


УЕ) 


9. у=И ай ам Ри? ==; аг = (а-- 22) - ах; 


(1) == 5 5 в: де = = (®-- аа-- а?) (а + 22) ах; 


т а-- 2 
: 2 а3-Рах- 2 
10. 1 == = == @ №; 42 —= -- 42; 
Уа—м 
м 1 
4) = — а: 1. 42 == —эг@(@— =) ** (— 4%); 
ь С, 
Е 
2У (&— =) 


11. у = 22 (а-- 657); полатаем 5 =4; а--058 =9; 2. аж= ди; 
36272 - 4х == 4; ду = ай 30* . ах -|- (а -- 02°) - 2% . аж; 
у’ — 36058-22 (а -- 69%); $. 
у — 36:54 | 2аз -- оба — = 2а2-—- 565^. 
12. и — (@-- Бо - (@— <): похетаемн (а--0%)=ч(; а—п=9%; 
при помощи подетаковки а-- 62 == 2, найдем: 8 (в --02}*.6. ах = ами 
— а == 40: ду ==(а-- 62%). (-— 9%) - (а — м) 36 (2-0) . ах: 
= @--& - [86 (в —2) —@ в) = 
= (#--02)8 . (300 —4А6х —а). { 
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а — [5 В 32) р 5; полагаем 5 Г За = и; (6х — 5) № == 
- ах | 


Е 
к ее 43. аз У 6& —5; 
_ 3 (5 32) 3 (65 — (6—5) _ 2 _ 
У 6—5 Уш-5. 


Е 1 о 
14. у= Иа — а; полагаем и = —; ф = Иа-— 22° 


э 


о =; ЕНиР, 


; 


© 


а е.а 
и=— 8; И т — Е 
уг — = 
. ит 
(у --У < —< т „); 
их. - 
у 
У—= 
15. у у ах. Ув— 22; полагаем Уатт=и; 
аи Те их, Е ‚ следовательно, 
2Иаа, Ив = 


д - ах ах 
ау =—} а-|-* - Ре НУ. ЕЙ 
Уз—= 2Уа--= 


: а еы $ — 2ах — 3а^__ 


`2Уа-а. Уф 2/26 —=) 


16. Е ‘полагаем @. =; Чи=а. 9%; и =; 
о ааа, О а 
ой (6-2); а 
11. а полатаем а-—я=и' = — 0; арт=9; 
(а =) (-- 42) — а—»): а. „ — 24а 
фо =ах; @ Ь—— о: р’ 
ПА (2 У — аа 
Е А, 
158. УРаНУЕ полагаем И. —=“и; 4 =—5.7 ‘8. др= 
_ 9% _ 1 3 ах 
—= — =; 1 =: = ‚В. да = ет 
НЯ 
ия. о (Уз: 
ду = 2Ух. 


Й < т 
У У=а-у= 
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9$ - 
19. и == Е полатяем хи: ди=а; Уфы 0; 


| ях. ах 


2 ‚2 ` г ъ 

| И > \ Ж. а 

во = у .‚ полагаем И ай — 5 = 9% = — и 
| И а* — 2" 


Чу = 


ра я, 


(48 -- 22) Ум — 5“ | 
91. у= м ах; полагаем @.@ = 2; 42 = а. @%; 
`Чу == с032 - 42 = со ах + @ . 4%; 1)’ = а * 60$ ах, 
22. у = т ах-| 080%; У = а`. сова — В. 8 02. 
23. у=а”х; позалаем стх ==2: 42 =008 я ` 45; 
дут. 21. др=т. 5" 2. 608 . 49. 
24. у= р (2Ф -- @); полагаем $ —а=2; 42 =2 : @$; 
Чу — с05# - 42 =: 603 (24 -- а) + 9$; у’ = - 60$ (2Ф -- 4). 
25. у=5Шх. 5127; ша И; и = 0082: 99; 
НЫ РЕ ат =—2 . 60522 . 4%; 
Ч) = 2. зто. 60822 - 42 -|- 31 22 . 6032. 4%; 


} 


1 — 


! 


{ И: ОЕ 
9)’ = 2.02. 60$ 22 -- 90 20. 6032 ==. 8182 — 2 МАЯ: 


вах. 
26. Я ==) а а@® = и. ди = а - созах : 9%; 
эт 62 


_ пб =; @=6. 0$ 0х. ах; 
тбл - д -с03'а2 : ах — вах. р. со; 6 - ат. 


О И СЕ 
9 — | 912 бх 
`,_@- 30а. с0зае — 6. Мвах - 008 № 
о И ом У 
27. и= № (1 -- *); полагаем 1 --- 22 ==2; 422245. ИВ 
2 20. а2 ) 20 | 
О не > 


2 1-й’ ат 
241 


1-х 
28. у=ь т = (1-- 2) —№ (1—2); полагаем 
1-т=и; 4и-= дд: 1—-2=0; == а: 
Чи 9 и ах. $ 
о м. 
в О Е 
п 
4 = ] — 2 И 


29. уе: 


полагаем‘ е7 = и; ди—=е”. п = 0 
д —=п. 2. 2, схеловательно 


3 


ду = 2. п: а". аа . в* - а; 1!’ 


не ("Ра"). 
НН - Шу=2-Ш2;4(у=4(@.ша); 
в 4) _  @27 


д. —-- шх. ам; 
у х | 


у. 
Ия = -- №2) = аа). 


р | 
31. у= ша; полагаем т х — 2; `42 == 052. ам; 


} 
2 635. аж 
Я = =— = —_—_Ж_. 4 г — + Е 
Е И х 
е) Дибереникальные кривые. 
/ 1. Из уравнения равномерно-ускорен- 
5=1 [1] ного движения 
оО 1 
$ Г 5 92 
у 7 следует: | 
‚ 45 4 425 


& ав’ 


‘= (7) есть диференциахльная кривая 
Функции $ = [ (5) 


ф=Г(® есть диференциольная кривая 
функции © = { (#) | 


ЕЕ 


с _ 
ыы 
О са 


. и теким образом — по отношению к функ- 
азия линь 


ции $=/(2) — вторая диференциальная 
кривая (черт, 78). 


=: (1) 2. Пусть ‘дано уравнение у==зша 
й ЩИ и 

| - @9 _ а’ А, 

# и Е йь > 
= -“ = 055 и 
ОИ я У а ИА ах: ; 

; а". 
у" = = — 6055. 
Черт. 28. и 
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АЙ . . 
—  Диференциальные кривые функция у = их суть синусоиды, при 


. р . | } | ти И 
_ Том кривал /’ смещена влево на расстояние — по отношению к кривой 9 
Г | 7 


Ви. аа З 
т по расстояние п влево но отношению к 9; у”’— на расстояние о т. д. 


| 3. сли данная кривая определяется математическим законом, т. е. 
Уракионием, то диференциальная кривая будет представлена соотноше- 
иОМ у’ =” (2). Однако в большинстве вопросов техники и физики 
| кривая бывает онрелелена только гра- 
фически, например, линии, изображаю- 
шие зависимость пройденного движу- 
шимея телом пути или магнитного 
потока от времени. Б таких случаях к 
пели приводит построение касательной 
на-глаз, которое, конечно, не может 
быть безупречкым. 

Следующий прием облегчает по- 
строение ' касательной: ставят в верти- 
кзльном нодоженыи зеркало АБВСР 
(чорт. 19) так, чтобы вно пересекахо дан- 
иую кривую в той точке Ё, в которой 


Черт. 79. | Черт. 80. 


следует провести касательную, и поворачивают его до тех нор, покамест 
_ сама кривая А/В, и ее зеркальное изображение НЙ, не будут образовывать 
попрорызную линию с непрерывно меняющимся направлением, залем вы- 
черчивают край зеркала АВ, являющайся нормалью к кривой в точке Р.. 
_ Прямая С.Е, перпендекулярная ИХ, и будет касательной. Для кривых, мало 
_ ОтличаЮЩиИхХеСя от пояной, установка зеркала сопряжена с ватруднениями, 
но все-таки этот прием остается более чувствительным, чем способы 
приближения, основанные не замене различных частей данной 
кривой кривыми с известною кривизног. 

4. В случае, если требуется построить касательную к кривой не 
в определенкой точке, а вообще в какой-нибудь, —- к цеди, с достаточ- 
ной точностью, приводит. следующий пряем: проводим ряд паралхельных 
‚ сокущих (черт. 80) | 


и 


и делим их хорды пополам; тогда непрерывная линия, соединяющая. 
точки деления 21:, т.,... пересечет крявую в такой точке т, в кото- 
рой касательная к кривой будет параллельна секущим. 
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г) Пооизволные выеших порядков от неявных Функции, 


Пусть у == (а, у)-=0 — данная функция; тогда, согласно (1), отр. 211, 


_ ОГ у). 
ЕД НЕ: м __ А (®, 9) 9) 
а (у) №9’ 
0 


где через Ё, (2, у) обозначена частная производная данной ‚функции 
по’ переменному 2, и через 1 оу /} — частная производная по у; отсюда 
будем иметь: 9 
аЁ(е, у) 
7 (2, у) ТЬ (=, р у’ ==0 == АЕ. 


Заменяя 7 (5, 9) через 7’ (х, у), нолучим: 


д | а (м, - == а (%, У). У’ = ть 
| ее: 4;” _ 99 и ил 
— а? я у 1 


Анадогичво найдем: | 
— 07", У 
| т 9у "У = дз ие , 


Пример. 
ринер а та: 2 — — а? — 0, 
| 4 22 
у" — — — — 2? 
ах ау. | 
али Мо фо ВВ 52, 92% О = И 1200 
$ — а? ты д 99 о 229} 232 971} Ам а’ 
17 у 9” 0 и Си 30° = о 3652 
И 8 м ву А а 624^ ау) ‘ 04 


3) Наибольшие и нанмзнышие значення Функиий (пахииа пита). 


Если изменение функции у = (2) между точками Ан ГР, и далее — 
между точками Р, и С имеет характер подъема, т. е. если 4; увехичи- 


4 
вается с возрастанием х, то ее производкая 18 9 == = положительна 
(черт. 81}; если, напро- 
тив, нзменение функции 


от точки Р, к точке Би 
от Вк’Р. имеет характер 
убывания, т.е. есля ›- "мевь- 
шается с возрас’автзм 2, 
то произвслнау 

ау 
| 19 Ф = отрицательна. 
Черт. 81. | а 
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ИВ точках, где полем явменяется на убывание или наоборот, функ-о 
— ция принимает иадболь ное иле соответетвенио наименьшее звачение 
Га | : 

Условием этого явхлется: . р 


т 


Ч и: 

ре ты: | \ д= эл 
касательная в таких точках 
(Р, и Р,) пораллельна оси Хх. 
Мохиоит является тот 
случая, когда соседняе тоЗкя 
ожат ниже касательной; 101- 
ппаом — Когда сосздние 
_ точки лежат над касательной. 
— Исследованием (черт. 82), ‘в 
схучас если извести» :30085- 


‚В С Вы ау Гат >< х" 
р т ре 


шить вопрос: имеем ар т 1922 

в шаха или © №0. (21. 
Пусть у = эп < ‘ланая 

функниия; хегда | 


} 


ой . 
У — а 
и 
221 
ут = оо ЗА №. 
52 { 


Течение кривой 9’ = 605% 


показывает, что провазодная У" Черт. 82. 
положительна, когда кривая м 


у == 50 2 подымается, и отрн- 
патедьна, когда У=9® па 
кает. Из рассмотрения кривой 
у" = эщ д аегко видеть, что а} 
отрацательна, когда функция 9 
постигает своего тпахиаит 
(Р.}, н, ‚наоборот, положи 
тельна, ‘когда $) достигает 
своего иманиит (Р,). _ Носле 


ан ВОДЫ пои роса 


|3 
Й 


= 29 3 
* 


° кого как из Условия е —= 0 


пабнены  абсцисем возмож 
иых махнопт и полом, 
зиачеиня этих абецисс схе- 
дует подставить в выражение 


и РИ э` 1 
и” =” (%}; если вторая про- 


ПЕ 


| изводная 9/” = г окажется т 
Черт. 955. 
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| ; 
отрицательной, то абенциссе 2, полученной из уравнения у” = /” (2) =0, 
соответствует пахниит функции; мы будем иметь пулицита, есля для 


72. 


найденного значения 2 вторея производная` ри положительна, 


Примеры. 
1. Найти, при какнх значеннах х функция 


у == 23 — 4 — За 2 


Не | =) . 3 
х И -& 
р НЕ и 


р» 


ле вы 


ь" 
“ 
. \ 
№ А, 
.. № “^^ “`“\ 
мм’ \ м, ох 
5. % в ` 
о ох 
` 
\> 
^ Г < 
в, х Ч < 
ы 
АЕ 
Ч - у 
на. 


©3% 9255 р кы слвьее Фи 


а» 


Черт. 84. 


имеет шахипиат или пати, Из уравнения 


@ 
— — 3222 — Ву -— $ => 
(я 
следует: 
4. :й 5 3 1 
# — -- Е 5, так что Зи. 
И 3 
Втеричным диференцированием находим еб 3. 


3 ь 
Для х =. -— вторая производная и” = -- 0, т.е. мевьшо нуля, следовалельно, 


69 


имеем шахнтат. | 

Для #-=--3 вторая производная 2 ”—--10, т. в. больще нуля, следовательно, 
имеем приона. 

Из теометрического изображения кривой 4 — 43 —- даа — 35 -|-2 (черт. 83) видно, 
что шахштиш отнюдь не всегдо представляет собой наибольшее значение фудкции из 
всех значений фувкпии в чекотовом промежутке, & шаОраш — наименьшее значение 
функции. В точке шахиоиа фунхцил имоес наибольшее, а в точке пуанашиа — наимень- 
шеезначение только по отношению к сосгдним значениям функции, 

2. При каком раднуее 6 окружности площедь фигуры, образованной эллипеом д 
кругом, будет иметь наибольшую величину? (На черт. 84 отА, Фигура, заптрихована.) 


от о 
РГ —п.а. п. эр в — 1.8=0, откуда 5=-5. 


3. Ноперечное сечение квадратной балки уменьнтают срезыванием частей, заштрихо- 
‚ ванных ва чертеже (черт. 85}. Требуется определить величину 5, при которой момент 
сопротивления понеречиного сечения получает наибольшую величину, При обозначениях 


п*. 
(черт. 85) момент инерции квадрата равен / — 18° 
Относительно горизонтальной оси комент инерции уменьшенного поперечного сече- 
имя имеет вид: > 


ЛИЛ = а (Лии НТ: ®). 
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р г . 
М, . | ' 
°— Мрицимая во втимание равенство: 


т». | и | ь 2 

} | | Утреуз — — 86 _ ыы 18? 1—2; е= ОА 2, 
ПИ лу чим Г, 

‚И рА д“ В 2 2 04 202 

| НЕ ыы — 

1— 48 [18+=(5 =) | В т 
4 

к --. 8. 2008 — 2%, 

НАК что | 
< 1 
о ИЗ Но Ка ‚п. 3. 
1 я й = 54 (73 —- 212% — 2072? -|- 2423), 
| 2 
| ат’, 
— 271 — 401х 252 — 0, 
ти == 72% 
= 1 
ты ——й: у У? И. 
Е "ЧТ 5 1 73 а? 
== з -—— #8 — —__ й3 У о тее — о 
шах Й а (2 -|- 9 81 п 243 п) 22,18 8,054 

р о в 
, Момент сопротивления полного поперечного сечения равен 5485 ° 


„ | | 
— №) Применение пиференииального исчисления к изучению кривых. 


1. Касательная н нормаль. Пуеть Р, (2, 91) есть точка, лежащая на 
_ кривой у==7(2); уравнение касательной в точке Р, как уравнение 
прямой линии будет иметь вид: у 

у = тж-Е 6. 
у = 4! 
Угловой коэфициент 23 равен № = р 


Пак как касательная проходит через точку Ру, то координаты а:, 
у: должны удовлетворять ее уравнению, т. е. 


у = и; 6. 
| ° Таким образом будем иметь: 


у, ели обозначим через 7, точку пересечения касательной с осью Х» 
‚ то отрезок Р.Т, казывается „длиной касательной“. Для длины касатель- 
— ной найдем соотношение: | 


= 


Ч 


у — 9: = 7 (2 —4<:) или у — 9; = В Я %) = У (2 — =). 


Длина „подкасалельной“ Р.Г, выразится через _ 
ах 


РТ, = у во=и. ‘и ° 


Нормаль Р.М, образует с осью Х угол (90° -|- 9); поэтому уравне- 
ние нормали будет иметь вид: 


ах Аа 


ам 


Как и выше, получим для длины нормали" Р.М, выражение 
И С 9 
= с0зФ’ ® АЛЯ длины поднормали: Р.М, = у, - № У: 
$ К у 4 


Пример. Требуется построить касательную к кривой д. У=ж - у, в точке (в: 91) 


(черт. 86). Из соотношения у = д. тя найдем: 


1 
м ы а. 


Так как каезлельная ‚проходит через точку Р, (2, 91), то должно иметь место 
С 12690 _- 1 
равенство: # $; = — и: Следовательно, откладывая от зочки 2. вправо 
1 “3 
отрезок Р.7, ==, получим в точке Г, вторую точку касательной. Уравнение касэлтель- 
‚ ной имеет вид: Ч: | 


Убит в) =-— 2-2). 
1 


Для длины подкасательной найдем выражение: 
ро 
и _ 9 71-2, Е 
Е ии У 2 В у2, 
е 5110 ф1 5 $! 
хлина подкасательной: 


* 


Уравнение нормали булот пметь вид: 


2 т 
У — %: = — т. 2—2) = „, @—=). 


У 
| 47 
Длина нормали определится разенетвом: 
Бы МИ ОЕ И о лы 
№:Р, = - — 4: Ит--, = У #2 - у. 


с0Б ©, 2) 
Длина поднормали: 


Из соотношения 
- ау 1 7 3Ув 
у — — = (-0.) (9). — о 20 > 0 ‹ 
а ( 0 с) ( ) 23 & 28 


заключаем, что кривал вотнута вниз, т.е. чт9. точки соседние с Р,, лежат над касз- 
тоельнся. | =, 

2. Точна перегиба м касательная в точке перегиба. Определение 

см. на стр. 153. Черт. 82 показывает, что производная 1/’=]” (1) 

нолучает наибольшую абсолютную величину, когла начальная функпия 

пересекает ось Х. В этой точке пересечения с осыю Х кривая / = (т) 

переходит от выпуклости вверх к выпуклости вниз; самая же точка 

чорехода называется точкой перетиба. Для точки перегиба значение 

второн производной у” = // (22) обращается в нуль, так что в качестве 

э 
9 0, 


Ни — 


условия существования точки перегиба получаем соотношение 


221 


м" 

Меющее силу и в самом общем случае. Геометрическое изображение 
ротьей производной. ы , 

@ (— 81 *) 
МОКлзывает, что в точке перегиба кривой У =7 (2) значение третьей 
Ироизводной отличио от нуля, так что в качестве дальнейшего условия 


у "=== = — 605% 


бущоствования точки нерегяба имеем: < 
МР” 
пал 
—> ==04 
| аз 
Пример. Требуется ‚определить точку перегиба кривой у — 13 — 4471 — 35 2 
| ь ` Я“ 
(Морг. 33). Из равенства у” — Е — 6х —8 находим для абсциссы точки. перегиба 
4 
_ИПаАЧижно х — -5° Из вида третьей производной у”/ — 6 следует, зто она не обра- 


$ 


| 4 
Шлитея я нуль ин при каком. значении 5, откуда и заключаем, что при х — 3 мы дей- 


# =2 .› 
бТинтТельно имеем точку перегиба: касательная в этой точке к кравои имеет с последней 
боприкасание второго по, ядка и, следовательно, переходит с одной ее стороны на 
другую. | 


Черз. 86. 


3. Формула радиуса кривизны кривой. Пусть дана кривая у == /(%). 
На черт. 56 точки ти Р, представзяют две соседние точки кривой; 
— Иорссечение нормалей кривой в этих точках определяет центр кри- 
визны ДД. 
„” : 
Из равенства 4==р-@ф следует: 


__ @8 . 
_ @` 
; ак известно, ий г у 
| ола дыр НН 
Е о’ 
Ф = агс 49 у"; | 
отсюда: ВТ | 
@ф _ аате4е у’ _ 4.(у”) ИДИ 
8 а Па “ЧО: 
что дает: $. г и 


У 
Ди 


8 Справочник по матемахике. | в я. 


/ 


Из заштрихованного на чертеже прямоугольного НЕ ‚сле- 
дует: 


1 д = Уаз (в (у) = —= аз Е —- |=} == ЕСИ, а. 


‘следовательно, 


Лля кривых мало изогнутых (например для кривых’ прогиба) зна- 
2 


1 3%. х 4 
чение = весьма мало, так что величиной и можно пренебречь; 
в таком случае можно написать: 
1 0% 
— — ° м 
о 4 Е 


4. Соприкасание. Если. две линии имеют общую точку и общую 
касательную, то в этоЯ точке они имеют между собой „соприкасание“. 
Соприкасанием первого порядка называется тот случай, когда совпадают 
цве точки, как например на черт. 13, где, в предельном положении, 
совпадают точки Р, и Р, и секущая становится касательной. Касатехь- 
ная в общем случае имеет соприкасание первого порядка, онё имеет 
ое кривой общими две бесконечно близкие точки. Условие существования 
соприкасания первого порядка состоит в следующем: значения первых 
производных для обеих линий в точке соприкасания одинаковы. Если 
совпадают три бесконечно близкие точки обеих кривых, то мы имеем 
соприкасание второго порядка; в этом случав прежнее условие сопри- 
424 
ЧС: . 
вых должны совпадать в точке соприкасания второго порядка. Например, 
это обстоятельство имеет всегда место для касательной в. точке перегиба, 


© 


косновения должио быть дополнено: и вторые производные ——обеихкри- 


7." 


а } 
так как 5 обралцается в нуль для обеих кривых (черт. 83). Так как 


и круг кривизны имеет с кривой три общие бесконечно близкие точки, 
то, вообще говоря, он образует с кривой соприкасание второго порядка. 

Если совпадают четыре бесконечно близкие точки обеих кривых, 
то имеет место соприкаезние третьего порядка. Окружность и эллипс 
(черт. 87) в точке & имеют соприкасание первого порядка, так как 


| рый о Зы: 
первые производные Нл обеих кривых одинаковы в этой точке; следо- 


вательно, в точке © совпадают только две бесконечно близкие точки, 
и, в самох деле, ‘окружность пересекает эллипс еще в точках Ди В. При 
нокотором уменьшении (не до нуля) радиуса окружности точки Аи В 
будут придвигаться к точке 6, и когда этот круг обратится в круг 
кривизны, сни совыются с о- В этот момент обе кривые будут иметь 
в точке 8 четыре общих бесконечно близких точки и тем еамым будут 
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‘ 


“образовывать соприкасание третьего порядка; новое, дополнительное 
й о киим, условие этого состоит в том, чтобы и третьи производные. 


Е были одинаковы. Случай этого рода мы имеем для соприкасающегося 


круга кривизны в вершине симметричных кривых (эллипс, гипербола, 

иарабола, лемниската). В общем. случае, если п первых производных 

_ обоих кривых в точке соприкасания имеют одинаковые значения, имеет 
место соприкасание я-го порядка. 

| 6. Касательная и нормаль в полярных координатах. Пусть уравне- 

нио кризой задано в полярных координатах. Обозязчим через Ри Р, 

ди соседние точки на кривой Л’(’, $) =0 [или х =] (9)] (черт. 88), $ 


Черт. 87. 


нопрлинаты которых могут быть нон соответственно: х, © и 
п =|- а, ф - ао. 
‹ Олишем из точки О’ отрезком ОР, как раднусом, окружность, 
которая встретит радиус- РО: ОР, в точке ©; тогда: ОР, же; 
0) ==; В 9. РО -л. 

Обозначив элемент дуги РВ. через 43, будем иметь: 


458 — 472 |- 72. 0"; 


ИР г. 45 
4 


кроме того, 


“3 


где ОР.Р представляет а угол, образованный прямой Р.Р и ра- 
диусом-вектором. - В предельном положении, при неограниченном сбли- 
жении точек р и Р, отрезок Р.Р обратится в кзсательную к кривой 
в точке Р или Р, (смотря о тому, будет ли Р, приближаться к Р илн 
наоборот}. Обозначим через Ф угол, который образувт касательная к кри- 
вой в точке Рс тор ОР; тогда получим: 


к | ИИ г. а 
} Е Чт . 


| Если т обозначает угол наклона касательной к 0ви Х (черт. 89), то. 
°— будем иметь: 
. р ф 5. {< р 


| С =. и откуда | 
й - |аы 


® 


Из черт. $9 непосредственно находим: 


: м ЕЙ 21 4$ 
то 0) — = , 
ТОМ. $ Чт < 


так что для длины под- 
нормали находим  выра- 
‚ жение: 


ах 
ОХ, =. 
(9 
‚ Формула длины подка- 
сательной будет иметь вид: 
7.2175 
ОТ, =. = 
2 1.53 В 
Длина нормали: 


Маг, ИНО (8 = 


ах 
т. 89. к У (==) - не 7; 
МР = м И! Е ие 43 } 48 
оз = ее 
У "х гв ; 
и 


аю/.г аФ” 
Выражение длины касательной приводится к виду: 


| 43 7: - а . 48 
АЯ ‚ 45’ | ыы: ТТ. НИЙ 
2:7 $4 МУР м т. ЕР ь | 


Пример. Требуется вычнелить поднормаль, подкасательную, длины нормали и каса- 


: . г 
тельной для архимедовой спирали г = @.‹. Из равенства ОМ — ее следует ОМ = в, 
г 


| 


т. е. ллина поднормали во всех точках кривой постоянна. Графическое построение нор- 
мали и касательной благодаря этой особенности кривой производится очень простым 
слособом: проведем два взаимно перпендикулярных ради) са-нектера ОРи ИТ (черт. 56). 
Отложиам. отрезок ОЛ == а; соедьним точку М с точкой Р; тогда МР и будет нормаль, 
А А а 

т $. 
При ф— 0, гиф также обращаются в нуль, т. е. кривая О через нзчало 


координат, и касательная в тон точке совиздает с направжением ОХ. Определяя под- 
касательную, получим: 


а отрезок РТ | МР будет являться касательной. Далее; 45 ф = 


ОТ — ЗС олЕтчиге лишив 2 -— г бо 8. 
@7` [2 т 
Из равенетва 
05\2 Гат 
о) = (т) иж 
@Ф Х, ЯФ 
следует, что длина, нормали будет иметь следующее значение: 


“< 


‚а о ие 
ИР = — = Ив- м, 
ео 
Для длины касательной получим следующее выражение: 


7. 03 Е 42 т 


г о 
один о > р 2 ыы =: р: 
уе га к =о Иа а У а2-- 72. 
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Двойные точки. Если кривая Ё(=, У) проходит дважды через одиу 
и ту же точку, то эта точка называется двойной точкой, и в ней воз- 
можно построение уже двух касательных к кривой. В этом случае мы 
должны иметь поэтому неопределенность: 


0] (5, О О) 
О вк 0 ет 
Ток что д («, У) в 
Я 
ау ЕЙ — до _ 0 
| п А О 
у 


Колы обозначим угол наклона касательной через х, то можем налисатъ:. 
| | а ау \2 
ее [= 63°. 
42 (9 


‘Зноченно ‹ф определяем из уравнения второй степени относительно оф: 


э1 97 (2 9) 
ООО И ОНА 
Ва по-а. ОР О Зее 
или сокраженно: 
А. 62 о--2В 0 (С =0. 


уе этго квадратного уравнения действительны, если 
| В — АС 0, 
88 — АС 0. 


В цервом случае получаем двойную точку в ‘строгом смысле этого 
слова, в которой возможно построение двух, делствительных касательных, 
во ртором— ямеем взолированвую действительную току, в которой 
касательные ‘будут мяимые. Если же оба корня уразнения одинаковы, 
то касательные будут совпадать; двойная точка в этом случае мт 
в точку зозврать (КА:ОР). 


Пример. Требуется нсследоваль хемнискату (ем. стр. 200); ее уравнение в прямо" 
утольных воординалах имоетТ ВА: 


| | Ге, у) = м - за уу — ал -|- ай? == 


Раесматривая у как позтоянную, получим: 


мнимы, осхи 
Ц 


У 


_ 


97 (*, У} == дз .|-- 402 — 2420 91 (2, 9) ЕЕ (А 1258 —- 4342 ыы 247; 


ох 5 
`. 
длЯ & == ©0156 найдем: ‹ 
ху | 
"- а у-- 45? -| 249; мы Я А == 408 -- 12° + 207; 


а а -— р 


07 (5, кий 
ан —. 8219. 


В А 529 


Так как три уравневия: Г (5, 3) — 0; 


07 о У) 97 = — © удовлетворяются 


акоченалыи э 29 = 0, то начало координат представляет собой двойную точку; нри я —=0 


=. 0 будем иметь: 
следовательно | Е 
ы д › 2? ох, — 24а? = 0, 
откуда ыы | — 
у 40 а, т. е. $1 = 45° и 9: = — 45°; 


васательные ВЗАИМНО АН и делят углы между осями координат пополам. 
1) Неопределенные выражения. 


1. < он числитель. и знаменатель дроби : к " 
етремятся к пределу нуль, при 27, о ‘ящемся к некоторому определен- 
ному значению @, то, очевидно, эта дробь при 2 = а примет неопре- 


одновременно 


0 
деленный вид Ю: 
»№ 


== РО На черт. 90 функции Ё'(1) 
м . и (2) изображены соответ- 
вн ственно при помощи кривых 
По СР’ у Иа) иу=р (я), проходя- 

щих через одну иту же точку 

А на оси Х. Для любого зна- 

чения 2 будем иметь: 


Е (2) = (я — а) № а; 

Г (2) = (2 — а) %В; 
Е Е (2) _ ща 
Черт. 90. И) Ы 4% 8 ` 


При % -= а секущие АБ и АС обращалотся в касательные, а потому 
можем написать: 


— 
я 
№. 
г 
— 


; а (2). 
Е Ч 
Е 

ах. 


#' (2) 


(т 
’дителя и знаменателя. по отдельности и подстановкою во вновь получен- 


®т. е. истинное значение Им 


находится рен чис- 


р” 
ное выражение 2 = а. Если после этого выражени С опять прини- 
( 


мает неопределенную форму: 


й" (& _ 0 
ь а 0 
то следует повторить этот прием; тогда истинное значение определится 
выражением в т т. д, 
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[ 


- х—зпх О 
Пример '). Выражение у ед при & ==0 рае ток В о: пахолим истиапое 


пнаЧеце. 


ОО О м 
О 7 И За: 0’ 
номторяем этот же прием еще раз. 9 
т 1 — 05% А м 91 97 
322 Г 6% б’ 


нак кзк частное вторых производпых дает опять веопределенное выражение, позторяем 
тот же прием еще раз и вохучаем: д 
1% ' (055 
1 — Ви ———. 
6х 6 


1 
Последнее выражение для х-=0 дает уже истинное значение --. 


мо 25. . Если каждая из функций Е(х) и | (2) для д == а принимает 


босконечно бохьшое значение, то Е иметь: 
г (2 
о Е (2) = 
х—еЁ) со’ 


Чтобы в этом случае получить предельное значение, к которому 


стремится дробъ Е (*) поступаем как и\В случае 1, т, ©. 
Я 
7 
СИ 
х — а1(т) Г’ РР (®). 


°0.<. Когда в произведении Е(2).Г(<) при 2 =4 функция 
и г} =) а #(х) = со, то дя получения истинного значения полагают 


И 
вопрос сводится к случаю (2). 

4. 0'; 1$; со°. Допустим, что выражение ГЕ (2) Г(®) при %=а4 
ириинмает одну из указанных форм. Полагая [Е (2) 1 (1) == м, лем 


иметь: ши == #(%) : № Е (5%), так что 
1% р Г(2) ‹ шЁ(х) 


. о (=), т. е. представляют и в виде - Г (5 оС :. тем самым 


и, —.е 
Пусть теперь И 1(®) =0; Шо Е (2) =0;. 
х-@ х—=@ 
тогда 


Ша ГИ (2) 79 == 0% Ша 1 (®) № (2) =0- (—- 99). 
ели МАЯ | 
Нм # (22) =0; Но Е (2) = 55 
= Хх = @ 


Шла [Е (2)]/ ® = 25 Ша (а). 1 #(2) =0 - 00. 
Наконен, если | 


то 


| о (2) = 05; Ша Е (2) =1, 

то 
На [ (2) 79 = 172; Ив { (2) : №ШЕ(2) = ©. 0. 

1) Асерет-едетоат, Регеда) тесь пил 5; Наппоует 1912, Немоезове Уеласв- 
расЪпад ал. 
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Таким образом все эти комбинации сводятся к случаю (3). 
9. со — в. Когда Ит Е (<) =со и Иш][(2)==00, то разность 
ха фа 
Е (5) —1(х) для п==а принимает неопределекную форму со -— со. 
Нолагая | РЕРИХ | 


| 1 1 
©. И ес ООВ 9) = 
преобразуем данное выражение к виду: 7 
р. $ ? ] < 2) ет” о (в 
а 


$ (=) +® $0). 3 
Таким образом мы получили дробь, которая пои х ==а принимает 


°ВиИд — и истиниое значение которой поэтому может быть определено 


согласно случаю (1). 


В. Интегральноз исчисление. 
В лиференциальном  исчнолении для данной функции у-= (5) 
7, 
ищется ее производная: — =’ (2); в интегральном же исчислении обратно: 
42° 


но данной производной {’(х2) определяется первоначальная функция 4. 
Например, допустим, что известна скорость о равномерного движения 
некоторой материальной точки; какова величина $ пути, пройденного 
ею в © секунд? Как известно, скорость представляет собой производную 


о 
пути по’ времени, т. е. и — г Следовательно, величина $ пути должна 


@$ ® : 
быть такова, чтобы имело место равенство ие Простой догадкой нахо- 
а 


ы 


дим, что этому условию удовлетворяет функция &==9. $ так как из 
| $15 
этого равенства ны получаем: -г == 0; удовлетворяет условию также такое 


[4] 


а 
выражение: 5 == %-|-и.$, потому что производная = и в этом случае 


попрежнему равна у. Нахождение функции по дакной ее производной 
называется уперированием; отсюда видно, что интегрирование пред-_ 
ставляет собою действие, обратное дафер-нцированию; по диференциалу 
ищется первоначазвная функция. Для обозначения этого действия уно- 
требляется (следуя Лейбвицу) знак /; таким образом пишут: 


45 =%®.ав = | ®- 4 ИЛИ = 4 
а | 7 @ | 
и 


Заменяя $ через 9, & через х, будем иметь: 


и : 
у= иж = Даа 
а : | 


Правая часть последнего равенства называется интералом от 
‚ У - 42. Диференцирование и интегрирование стоят в том же взанмо- 
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отношснии, как умножение и деление. Подобно тему как результат леле- 
_ нил проверяется посредством умножения, так и правильность резуль-- 
Ата интегрирования проверяется диференцированием. Например: 


Г я $ - в 
/ 2? 42 = = 23, потому чте а [5 гз) =0. =: 2° ат. 


Гак как, диференцируя выражение [5-2 -а), м мы приходим к тому 
5 
Ж8 самому результату 2 4» (потому что диференциал вобтоянного коли- 
И Зества а равен вулю), то некоторое произвольво выбранное постоянное 
и количество всегда следует ‚прнсосяниять ‚К результату Верона 
оно называется постоянной илинетрирования. Ноэтому полный точный 
ПИ тат следует записывать следующим образом: 


а 03 — .С. 
уефа 


Черт. 91. . 


4 


На черт. 81 отрезок у представляет собой ординату точки Р кри- 
вой у=/(2); если 9, всть орлината точки Р,, то при изменении 
—  вбоециссы от 5, д @& функция 1 /==/(%) получает праращение, равное, 
очевидно, разности ‘1; —9,. Эго приращение можно себе представить 
в виде как бы суммы бесконечно большого числа бесконечно малых 
воличин ду. Предполагая, что Я» есть величина исчезающе малая, и, пре- 
побрегая бесконечно малой погрешностью высшего ворядка, будем иметь: 
Чу = —ах . о, где ох обозначает угол наклона к горизонту касательной 
к кривой и= (2) в точке Р,. Для выражения же того обстоятельства, 
что при этом способе образования приращения у —/, речь должна итти 
_ собственно не о сумме, в настоящем смысле этого слова, но о пределе 
суммы бесконечно больного числа бссконечно малых слагаемых, упо- 
требляют особенный, несколько стилязованный знак /, а конечную веди- 
чину у—1/, называют интегралом; таким образом можем написать: 


у—и- | 42%. да = = «= ГГ. 2 = Ги. . От, 


откуда — 
` и: И. 


`Значение постоянной величины 9, зависит от выбора положения 
начальной точки Р;; поэтому постоянная величина 9, есть величина 
произвольная. 

Из определених интегрирования, как действия обратного диферен- 
цированию, следует, что основные формулы диференциального исчисле- 
ния приводят нас тотчас же к ряду интегралов, имеющих, очевидно, 
тоже основное значение. Например, равенство у == 5* -- О дает: 


а] = т. 2”"-—1. ах, 
откуда | 


у [= х”—1. дл ==” -- 0. 


_ Вынося постоянных множителей за знак интеграла (что имеем право 
делать, как и в случае настоящей суммы), получим: 


т "тара" + С, 
иди, преднолагая ти отличным от нуля, 7 = 0: 
#. 1 

[1 м ат 0; 


полагая, наконец, т—1 =, т. е т=ип--1, окончательно будем 
иметь: | | 


верт "ЕО при п==— 1. | 


Определенный интеграл. Найдем величину площади фигуры, ограни- 
ченной осью Х, кривою у = `[(2) и орлинатами у, и у, (черт. 92). 
Представим себе всю эту фигуру 
разбитою на столь узкие прямо- 
линейные полоски, пернендикуляр- 
ные к оси .Х, что эти полоски, 
называемые „элементами площа- 
ди“, мы смогли бы принять уже 
за прямоугольники. ото допусти- 
мо, когда основание каждой по- 
_лоски будем считать исчезающе. 
малым, т. е. когда за основание 
будет приниматься величина 45; 
в этом случае элемент площади 
будет равен 47 = у - 4х. Площаль 
же всей фигуры выразится тогда 
как предел суммы бесконечно 
Черт. 92. большого числа бесконечно узких 

полосок, т. е. в виде 


Ел, ш— ‘рэ д. 


Положение точек Р, иР, определяет границы, между которыми про- 
изводится суммирование — интегрировавие. Абеписсы 2 и м. назы- 
ваются пределами интеграла, причем т, называется верхним пределом 


984 


\ 


Я ть а 


| ‚а нижним. Выше бызо сказано, что значение постоянного интеграции 


зависит от выбора положения начальной точки; если же эта последняя 
имеот определенное положение, то в этом случае прибавление произволь- 
ного постоянного становится, разумеется, уже излишним. При помощи 
валания границ интеграл, понимаемый как предел суммы, определяется 
ужо единственным образом и нотому называется определенным интероа- 
лом; символически он записывается так: 


= [и ‚4 


Заштрихованная на чертеже площадь может быть представлена как 
разность двух площадей; именно, она получится, если из величины ихо- 
щади фигуры, огранвченной осью У и отхннатой 1), вычесть площадь 
фигуры, ограниченной тоже осью Уи ординатой у;. другими словами, 
опа получится, когда из определенного интеграла с пределами 2 =® 
и #*— г, вычитают интеграл с пределами 2 =0, 2 =. Таким образом 
можем написать: | 

72 


г= | Г@` 4#— [|Т@) - =. 
„8 0 \ 


м 
"= 


| © 
Пример. Фигура ограничена дугой параболы у == Г(22) == 22; следо- 
вательно, _ 

х < 


а < 
ан | де [| 21. ар = 
) Г. 
| 0 


9 
23 


0 
я 
1 ] 1 1 
И НЕ 
|: | | ео 
0 3 


’ Кратные интегралы. Когда подинтегральное ` выражение содержит 
произведение ах. у двух диференциалов ах и ау, тогда согласно 
самому определению такого символа производится суммирование беско- 
нечно малых величин второго порядка; понятно, что в этом случае нужно 
интегрировать уже два раза, так как следует брать, товоря образно, 
бесконечно малых бесконечно больше, чем прежде. Например, таким 
случаем является тот, когда элемент площади аЁ представлен не в виде _ 
полоски ширины 4% и высоты 1, т. в. не в виде у. 4%, но в виде прямо- 
угольника со сторонами 4х и 4, т. е?в виде АР = ал - ду. 

Если 4х и 4у суть стороны „элемента площади“, тогда самая пло- 
щадь фигуры определится соотношением: 


| | в= [ав= || 42-4. 


Если 4х, 4у, 4г представляют собой ребра „элемента объема“ (или 
оше иначе: „элементарного“ параллелепипеда), то объем всего тела выра- 


зится в виде: | 
= [&= ГГ[а- 44-4 
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При самом процессе вычисления кратного ивтег раха, порядок отдель- 
ных частных ин тегрирований может быть изменяем: в общем случае 
совершенно ‘безразлично — интегрировать ли сперва но 2, а затем поч, 


или наобогот. 
Пример 1. Требуется определить момент инерции. прямоугольника (черт. 32} откоси- 
тельно оси Х. Принимая во внимзние равекство д“ = ах. у, из соотношения 


к Га. 
будем иметь: Е | 
й й 
У Е: И 3/2 › ах + ду й аш [ узау, 
. 0 0 


‚ причем интегрирование по х нужно производить в пределах от 0 
дор и для уток Одо Р. о зодия сначала, интегрировакие по у: 


й В 
® $ 
За 
Дим=% 
О 
а будем иметь: 


, 7: ы 
$. 3 р73 
у т ах. = лы и СА 

=. и 5. ах 5 
й 


2. Определить центробежный момент того же поперечного сечения. 
Из равенства 


#3 ы 


=. а-я. у. В СЛУ ЯР — а + ау, 


имеем: ы [А й. 
Лу= = -4= Гу. аи. 
0 0 
Принимая во внимание, что . 
В й : 
В 
я у- = ИР. 9. ; 
0 0 
похучаем: $ 7 | 
й2 й2 г 
1 = д. ах. — =. ах: | 
ху о и Кей 
0 0 
так как | ь 
| жоя г ое 
= в о мт р ) 
| О 0 
то окончательно имебм: 
мо м 
дла Га 


1. Общие правила. 


1. Интегрирование суммы и разности. ШМз черт. 94, на котором 
изображены кривые и = #(2) и =] (2), непосредственно очевидно: 


и ры, ах == (и-- и) 4х, 
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блоловательно, 
| | г ® 
[ (и-- о). ах = [ и. @е+ | э. 45 


Таким образом для того что- 
бы пропитегрировать сумму (или 
разность), вужно проннтеграро- 
иать каждое слагаемое в отдель- 
ПОСТИ, 

В этом и состоит так назы- 
иаемый №6200 разбиения. 


Иример. Фигура ограпичепа кривой 
у 1’ -|- 1х* — 8х — 65; как велика ее 
Ичищиль, заключенная между осью Уи 
Юр лимазой 9,, соответствующей эбециесе 
№ — 57’ Позставляя данную функцию у 
м общую формулу 


р, 


получаем: = м Черт. 94. 


В 
\ 


=> (453 -—|- 5х2 — 8х — 5) ‹ 9х = 
ь 0 “ 


а з 3 8 3 
| =! а Фк-Е бэ - ах — 85-42 || 5-45, 
0 0 сх УРА О | р 
. 3 | 
$ 
и 


Замечание: пределы могут быть заданы только тогда, когда под знаком интеграла 
иместел только одно переменное. | | 


8 


Хх 20 
: 8. в. | =. 4.5.8 


2. Интегрирование по частям. Интегрируя равенство: 


г 9 (и. 1) = и. ао. аи, 
получаем: ' 


Г ам =и-о= [ и. Ф- [о - и 


откуда получаем: 
[и бони [№ ди. 


Пример, и | ‚] совяа . ах 


Полагая с05х = и, будем иметь: 


аи — — пя + 9х; 
далее, со5х - ах = 4, откуда 


о= | соза ‚ 4х =: Зах, 


‘отсюда имеем: . 


следовательно, | 

] 052 х. ах = 0х. 08 < -/ тя ( — 505). 4х — зп. соза-- зао . ах, 
‚сов х ‹ Ду —5тШх. с05 +] (1 — с052 2) - ах = ше. сов [а -/ 20582 . бХ, 

2 ‚сое ‚ ао — шах, 05-х, 
А т. =. 1 
И 6057 д. 42 == -5- тя. с082 -- 5. +6 = р 82-7 2 -- ©. 

3. Отделение пеземенных. Пусть дано уравнение 
у 2 
—^ = — —_ или у . ду-Е а - Чх = 0; 
Е р. = 0; 


С: р. 27 : 
Гу-ви+ | =-@2-= О аи = 


полагая 20 = а®, получаем: 2* у? == а”, что представляет, как известно, 
уравнение круга (см. главу „Дяференциальные уравнения, стр. 210). 
} 
2. Основные формулы. 
| = 1 и --1 м 
1. о -- О (фозыула справедливы для любого 


и 1 


целого или дробного и, за исключением п == —\). 
а АЯ 
2 { = =ш2-- = №2. 
3. {е. фе == 6 -Р С. 
4. | яоа ‚ д == — в08ж -[- 0. 
5. ‚Г сока .- 4% = зв х -| 6. ` 
фт - 
ве -ычюна 
7. И 2 зы 48 -|- С. 


605 5, 


; 


5 ат ь р я 
- У! == атозт х -- С == — 816 608 2 - С. 


о [граемомао = — мо со в С, 
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5) * 


26. 


29. 


4х 1 

> са т же. (@«-- 6%). 

5 - в (@-[ 52) + бу 
ед 1 

/ а "Я я о р 


1. 
орз а" 


* ах 1, 1-х 
ный 
аа 
Я ИЯ 1. 2—1. 
ШС 
а —1 еее 
== р 2.8) +0 | | 
и" ь ово 
4х ар 0х о | 
И уз У — 65 
Д уг: =. (Узы +6 


И 


; УЕ а ‚ Ус рж-- С. е 


а СЯ 
ав | (О = —- атс С05 «+ (;. 


2. в. 4% = И 


| Е п (#-- У аа") - С. 


И. р Е И И рат 
23. Ду ау ое, 


р. ‚бт = 5. И —@ — 


“озу 


‚5 ры. = : ®-- С. 


Глаз. 16 == 5%. ша -- 0. 
=. И а. 
5 


Хх 
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` 85. 


уе ‚ах =0. атс в — р а 


28. ‚[ зоя зе. и Бе | 
29. соя ат, эт 22 -- 5 С. 
> ъ 1 ДЕ 
30. у а И а ОА 
п РЕ 
ЕС ЗП - с03°—17  п—1 Г. 
81. СО” + д 603" -*0. ах, 
уд Ком гй 7 
и —- Е, | 
33. { с05 1 - 4: ыы Но. 
34. рю Е яя 
| 2 (ти) 
с05 (71 — 7) - 
8 (т-— м) = И 
Эт (% —ма э0 (тя 
п 7х . щих. нА = ——————— 
И | р 2 (т— п) т (тво 
ра у эт (1 —"). 2, зт(т-п)- 2 
Э6. 605 ЖИ: вое и ор 
. Г : 2 (т— п) у 2 (т -- п) те 
т. [2-42 = — ш008= + С. 
38. Гав=- фт = шп ша -Р 0. 
2 2 
о в ый 
0, Галь! >) о 
со 8 5 (1 - р | 
й ах 2% | | вы. 
4]. = ее и. | 
п во | 


Ау и 
., я —— 5 а —- С. й 
] — 605% 2 | 
и Док пя. ах = ‘агезша=- | — 25° С. 
е / 


атс 05 Х . = . агс сова — у! =. --С.* 


атс ох - 4х = х - асе х -- 5 и Е 22) С. 


3. Приложения интегрального исчисления. 


} а) Вычисление площадей. 
1. Требуется вычислить площадь семента пораболи (черт. 104); 


из равенства 9/ =у. ох следует: 


в | 9) - ах. 
На основании, соотвошений а == 212; 9 = 2ра букем иметь: 
| 57 а 7 
2—[?. — или ВИ 
У и у =, 
откуда находим: | | 
| [43 о в ь @ 
[= И а ва. ал = | "| = \ 
а Ус Уа 8 _ 
о 2 0 
2 


| 2 
т. е. плошаль сегмента равна 5 площади прямоугольника с основанием © 


можно выразить зависимость # 


и высотою 6. 
Из уравнения параболы у? =0° = 
от у, © =[ (у), так что будем иметь: 
| 62 ( 
| 2. =. 4% или 4х = 25 `` 99. 
Отсюда можем написать: 


Пак как у изменяется между границами 


О и Б, то получим: 
] ь 
И Вл я 
Г 2. = = 45. 
0 0 | 


ро: Требуется определить работу заза 


при изотермическом изменении. Нели че- 
начальное состояние 


ез ро  ®, обозначим 
газа (черт. 95), то, при постоянной тем- 
пературе, соблюдается равенство: 
и 
Так как сила изменяется, то считаем ее постоянной на бесконечно 
5, тах что 9А =Р: 4, 
| | ‚- 81 


налом элементе пути 


Черт. 95. 


- 


Принимая во вяиманне 


иметь: 


где через Е обозначена пло 
аА. == р - ах получаем: 


Подставив вместо р его значение р = =, наЯдем: 


А = р. 0 


соотношения Р==Й. ри дук И. 4, будем 


щадь поверхности поршня. Из.равонства 


А = / р. ах, 


41° аз 


Зо 


ге через %, обозначен предел, до которого расширяется газ; отсоха имеем 


Е Ь о (пт; — Ши) = рт. Ш. 


Нри 7% == 8 ат. = 80 000 г/л; 


И 


бо = 1 448; © =3 м3 получаем: 


А = 80000 -1. 13 = 80000 . 1,09861 = 87 900 ихко, 


Гас как м =г. 


т 
Возрастанию угла о от О до — 


3. Определим поверхность 
мара. Боковая поверхность ша- 
рового сло» высстою Фу (черт. 96) 
может быть представлена как 
прямоугольная полоска шириною 
48 и длиною Эх; величина ее 
равна: 


а} = 2х. 48; 
таким образом 


Г= / 2. 43. 


с05ф и 48=1т- 4%, то имеем: 


Г = 2 | =- о а. 


2 


соответствует возрастание боковой 


поверхности от куля до половины шара; следовательно, для поверхности 


всего шара получим выражение: 


к 
2 
з 


Г —=? | 27.к. 


О = 


К 


с0зф . @9. 


Из основных формул (формула 5) имеем 


>12 


сов 2. х == зте- 0, 


так что окончательно найдем: у 


Е й 
7. 


. же 
Е == 47 п. зто | = тс (о 5 — $ о} = 471. 


Величина поверхности шарового пояса, определенного значениями ©, 
и ф, угла 9, выразится формулой: 


Фа 
Е` = 27 п. по | = 27 п (п Ф. — 81 о). 


1 


Вс. и обозначим через й высоту слоя, То, принимая во вниманне 
поотношение й.5шф, —изшо, =й, получим следующий вах той же 
поперхности ма 2ового пояса: | 


И = 2%. РВ. 


| п т ве 
Лхя шарового сегмента х. = от. 6. й = - 51 > — 5 Фь так 


что боковая поверхность ‘его определится формулой: 
Е —= щи -й. 
4. Требуется определить величину работы сил деформации при уджи- 
пении стержня (в. пределах применимости закона Гукз). . 
Пусть сила Р вытягивает стержень на вели- 
чину а (41); тогда произведенная работа, при в 
постоянном поперечном сечении, выразится Е 
разонством: Уи 7} 


4А’=Р.а(41, 


пли обозначая через И плошадь полереч- 
ного сечения и через { длину стержня: 


Ом "Ра (АР РА Е 
р, 
ре ВО А и)! 
Обозначая далее через А площадь фигуры, 
ограниченной линией 5 =] (=) (черт. 97), мо- 
жем написать: 


ДА —=с. 4. или А = [< . 46. а 

Из равенства г — а . с следует: | 
Ч: = а 45, так что А = и. с, 

следовательно, для величины работы, приходящейся на единицу объема 

стержня, получаем выражение А == - а › 62, причем, граници растяжения 

суть 0 но 


\ 


= 


Полная работа А” при поперечном сечении, разном Ё си? п 1 
стержня, равной { сантиметров, выразится формулой: м 
1 К` 1 
А4”= И.Г. А=й.{. оо (Ива) 5 Ар, 
где через 4? обозначено удлинение стержея под действием силы Р. 
5. Площади круволинейных фигур в полярных координатах. „Элемент 
площади“ @/ может быть рассматриваем как бесконечно малый круговой 
- сектор (черт. 98), причем „элемент 
дуги“ 4$ можно считать прямоди- | 
нейным отрезком; следовательно, 


а 1 


И = 1..4 и = / 7? . а. 
2 


Пример. Какую площадь опи- 
ет радиус-вектор при однократном 
полном обходе точки по архимедо- 
вой спирали’? Так как’ хГ-=а-%, 


_2 о й “) р 
Черт. 98, 7" — а. ©Ф, то имеем: | 
п 2 | 
= 2 ра =— > } ыы р р 
ая МТ С, йе а т = С, . —— и ть Ц, = 5, 
Е Е ИР 3 3 


6. Определить величину ловерхно- 
сти параболоида вращения. Уравнение 
параболы имеет вид: : 


У = 21; 
из равенства 2 ду== 2р - 42 следует: 


За. элемент поверхности можно 
взять исчезающе узкий поясок шири- 
ною 43 (черт. 99): радиусе равен у; 
следовательно, 47 == 2пу - 4з. Принимая 
во внимание соотношение: 


4: = | а? -- 4? == 
ИЕ — 


— 42 и 1 ты (^). 


| а 
Ч =25. у. а | —= 2 


имеем. 


а — р а, | 
{= Га=2т ИЕ . (7% = 


к 2 у" ес 
= — У (2-Е 202 

| 3 р 

0 
Допустим, что парабола проходит через точку Рь% (а,.8); тогда мо- 
жем написать 0% = 2ра, откуда | 

ги т 2 - 
САД} Савик о 

ь 24’ ь з 

и так как в этом случае х = а, 10 для величины поверхности пара» 
болоида вращения получим выражение: 


2 п-2а п 
алые У (== и) = 5 2 Иа 


5).Определение объемов тел. . 


1. Объем прямого коуглого конуса (черт. 100). Величина „элемента 
объема“ толщиною 4у, с площадью основания ] равна Ч 7 - ди. 


\ 


Так как 
ь 4/2 у 
И: : 1; =. Ж.-, 
й 
будем иметь: 


| Так как нижний предел есть нуль, 
_ то окончательно получаем: 
т 
“ Г = — м? 4. 
_ м 5 
м. 


, 


‚ а-я ЖЗ 


_ Если бы требовалось определить 
’ ‘объем усеченного колуса, то интегри- 
’рование следовало бы производить в 
_ пределах от /=й” до у =, ий мы . Черт, 100. 
_ имели бы: | к 


3 оон И ЩЕ м й’3 1 | (| =: 
ТИ =. (13 — 3) — — 172 И 2. й ——), 
7 т: (#3 — 13) В кр 1 1) 3 А МЕ 


2. Объем шара. Из черт. 101 непосредетвенно имеем: аТ = 
= п2?.@у; так как 2*=12— 4”, то получаем: 
-4Г = (7? — 9?) . ау 


г 
= ] (18—91) @/ = 
0 


и | 


ге. и — 2% я 


ы 


{ —= 2? р УВЕ = 


— 


т Е. 8. 


3 


д Для вычисления объе- 
* ма шарового пояса преде- 
| лами интеграла мы должны 
Черт. 101. , были бы взять у-=А и 

) = й., что дало бы: 


1/3 
Еду фк ==, — № —5 — №49) = 
1 | 


а) 


— жр®. в —-Я (А, -- 12) = — б (6 ТЗ — 27,2 Е 2) == 


= [зу — 37.2 -- 2.2 -- 372 — 31:8 -+ 13 — 21.1 |. 


Полатая 
| та о = 08 и 1—1 = 0% - 
получим: 


:2 $ й | 2 | о 
р [вая | 368 | (в, — М) 7 Вай №5; 


для шарового сегмента Ё, ==, следовательно, а ==0, а потому 
_ А 
— в (38° —- 22). 
‘3. Объем параболонда вращения. Воли мы будем вращать параболу 
42 == 2рж вокруг оси Х (черт. 104), то будем иметь: 


| 4У = [: ==. 9/8. 4х. 


Следовательно, ' 
[2 =. 


| ‚8 З 
ня ау 
ук [м я { зоо. Фе зари. ТТ, 
и жк) ® =. 
| | 9 


го 
< ‚ 


откуда’ видно, что-объем параболоида вращения равен половине объема 
пилиндра, получающегося от вращения вокруг оси Х прямоугольника со 
сторонами хи У. 


| _ 4. Объем эллипоонда вращения. Вращая эллиие — -- и вокруг 
_ ве О О 
°— оби Х, получим: ЧТ =. @х = пу? . 4х; таким образом будем иметь: 


з то 6 р °@ 
| ыы а. 2. Гл — 08 ки. то , ак 
и 2 [у 4% = г [= - ое." | @—)4е= 
я —0 0 6 
| 
пы шы ко 1 4 

. в р. ат — — 2 =. -——- д р — |. 

т | Ве, а _ © 5 1903. 
| О 

| | с) Эпределение центра тяжести. 


| Представим себе тело массы М (черт. 102) разбитым на бесконечно 
| большое число бесконечво малых „элементов массы“ АМ: каждый элемент 
массы имеет вес 41/9; эти веса суть силы, направленные к центру земли; 
поэтому они могут быть рассматри- | 
васмы как силы параллельные. Их 
равнодействующая равна весу всего 
тела: точка приложения этой равно- 
| дойствующей называется центром 
масс, или центром инерции. или 
| понтром тяжести тела, и положение. 
се в пространстве определяется ва 
| данием ее координат то, о, 20. _ 
На основании теоремы: статиче- 
ский момент равнодействующей си- 
лы равен сумме статических момен- 
тов составляющих сил, можем ска- 
зать: статический момент всего тела 
равен сумме статических моментов 
отдельных его частей; статический | Черт. 102. 
момент может быть рассматриваем _ 


относительно каждой из координат“ | | 
-Их плоскостей; напомним, что под этим термином понимается про- 


изведение, из величины силы нА расстояние точки приложения силы 9т 
‹оординатной плоскости. Следовательно, для плоскости Уй имеем: 


4. хо = | 2 › М9, 


'’ к соответетвенно. 


аМ. хх 
М. Фо = ам. 55 ао == 


@- = [и ау, 
и соответственно: 


\ | } Там. у 
Му = ам у; 49 — ; 


и, наконец, для плоскости ХУ мы получим (если представить себе, что 
направление силы повернуто на 90°, что необходимо сделать, чтобы 
избежать тождества О —=0, так как силы перпендикулярны к этой 
плоскости): Е 


С = 2. 4Му, 


М ам Е 
® ЕзЕЕтЬ ‘э д ОХ О пи де ыде комы | 
2° { < 2; ты М 

Для случая однородного тела в вычислениях величину массы можно 
заменить величиной объема тела. сли измерение в направлении оси 
сжимается до нуля. тогда тело обращается в поверхность; в этом случае 
говорят уже о центре тяжести поверхности и предполагают — для сохра- 
нения представления массы, — что поверхность покрыта „бесконечно 
плотною“ массою. При аналогичном предположении говорят о центре 
тяжести линии. Для случая однородности вещества, —для тела величина М 
может быть заменена через Г, следовательно, 4/4 через 4 И; для поверх- 
° ности — Д[ черёз Е и аналогично М через а; для линии М можно. 
заменить через 5, и потому ЯМ. через 43 таким образом для координат 
центра тяжести будем иметь следующие выражения: 


ий соответственно. 


| | @.2 х [48 -у | 48-2 
ДлЯ линии’ а Е р Газ й Г, 
[ аЕ.з “ ГаР-у ГаЕ... 
для поверхности: 2 — Тар ’ № Гат Е Гав 3 
| ау. = Гат: у [ат - 2 
ее 


1. Центр тяжести дуги окружности (черт. 103). 


| [46 -у 
Мо ==; аб=ь. 4: 


У. 0$ 9; 
& 
2] 2 - с05 - а 
0 


|“ 
росе | = я —— Е ееыестовьра ® ' ( 
5 ша | Я ИЕ оо Ее 7 НЙ Э 


ое В, 
253 р та’ 


/ - 


#48 


> 1 0Ф } 


а тв ду труашеты 
. ре ры 


Пир льео рые зашио 


[+9 ИЕ. 
я 
Черт. 104. 
о. Центр тяжести сегмента параболы (черт. 104). 
_ / аР4х уу ах. т 
ки = И 
Е Ё 
ИА орм; (10 = реа: 
Отсюда г 
А=Я.—; у= —. 
так что,. принимая во внимание равенство: 
2 
Ро = Е аб, 
будем иметь: | | 
ив. - | 
б [И >. а в: До 3 В 
. а 
Е И ИИ ИТ -— = ВАО Е Е 
2 9 < 2.аУа 2-аУа о 
3 
{ ат. у: ах > 
Ус я р = й Е 
\ & 
52. . дм 
. 2.4 и \ 
а | Е © ай ы в ь 
2 т Гай 2 8“ 
& 


‘ 
й ` 
В рые 30а дыбы 2бЬ ЕЕ дралоч ры сыр ме сть =, 
чи > = = © 


249 


7$ Центр тяжести треугольника (черт. 105) 


ГаР-у |2. ау- у 
А |, 


2 


9 7. 
4 } . 
рр 
2 
Ь 
Из есотношения 2:0 =у:1 следует: & == ть у, 
таким образом 
В | 
Ь | 
® Г И 
0 ее 
Е = Й: 
у 1 12 3 
- 6 ‘0 
\ 
| Я 
ОИС 
` Я 
и 
----/------95 
9 


<=> 


3 
а о бы 


* | ах 
Черт. 105. | Черт. 106. 


4. Центр тажести сегмента круга (черт. 105). 
и 

ДА 8 == Зо эее 0 

Я [аЕ 


ми И Е ЩИ, 
о $ [в —@') ах 


о м М — А. 
[9 —а) . 4 | 9-4) 4 
Ушу - 603%; == - Шо; 
УЗ те 78. 606° ©; о 9% == 7. 605$ - 4$; 


Е 


| | 2.5 Ге. 6057 # — 61) - 7. 6054. 4% 


Чо = 


а 


ое 


т. 


тей 


0 . . 
| а а 
7 оз ` а — са | сов - $. 
0 0 
| НЕЕ | Г 
ри? | со фах — 2а" ‚свч . @® 
0 0 
Нрн помощи основных формул 31, 29, 5 получаем: 
| ут: 
| А |5 5ш Ф ‚ 6057 ф-- = т о — а?т. зао 
РАНИТ т ИЕР 
27? В эф  с05Ф -|- 5 ° — 2атзтф | 
| | 0 
так как а=. 05а, то имеем: 


® 2 © и 7% 
в ща. сова -- м - — 73. 6058 а. 5П & 
о Е 


ООО тии пои = 
| 2 |5 ва. воза 54| — 95а - 08а 
. | | 5 | / 
5 чт а (1 — 057 @) 
Ее 8 9586 за 
ке $105 @ | 
3 2 12а 
эс 7 _ = —-7 ———— пртоиет С 
«— 5 512 . к таз — 5 ` 8824 
Гак как г: вла в. Е то 
2 | 8 1’ 
и 53 Я 
Си ы Е а 
1807 
`° Для половины круга имеем: 24 = 1809; ыт 24 == 0; следоватьльно, 
иже: = в = 042 г. 
8. ` 


й аб =т- 49; 
3 Ра И Е т - 73 6050 - 4 
| 2 3 у 
т | 
05 $ ао | [) 
Нико а ко вю Ааа 180° 
У —= 5” — а: =--х. 


Ф< 3 О 
4: 0 | : 
в 


Для половины круга имеем: а = 90°; зша = 1; таким образом 


я 1 130° 4» 
о а аси — 


3 ® 90° 3. 


: ТЫ. — 
Для четверти круга имеем а == 459; зт 45° = = У>2, а потому 


Черт. 107. | х Черт. 108. 


6. Центр тяжести фигуры, ограниченной дугой ПЕ Е и осью Х 


(черт. 108). 
_ /аЕ. 1” В: ат. ® | 


О №: т 
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] 8 
о ==! а ао Ао 
4 
ха 50 
Я 
ал 
Да р, : М 0 ОМ 
Ус ТОО И 1 р Е 
; — ав -з_ @8 
у 0 
‹ 3 
=. 
Ио 10 


7. Центр тяжести боковой поверхности шарового пояса (черт. 109). 
у%/аР= [аЕ. у; 4Е = 2 . 98; 


48 =#.@; У=х- 0039; м—=т. вто; 


а 


РА 


- [2 -2?. зто. аФ= 


- ‚ Этот. Ф.И. 6030; 


уе [ша - ах == 


р 
@ 
а. б КИ ина г ТВ > 
— пи? эта 20. @; 
а: | Черт. 109. 
ЕЙ 
т * 25С0$® = 5 и 605 2ф 
Ч: 
| р ое х 0325 г _ 608? ф— 519 
С Е № п 605 ф 
-) 
о р [032 а, — 605? а. | — [510 а — $112 сч). 
УВ, 05 а, — 605 а; 
Йй й А Л | | йо + #8 
05 @, _вь+. И 


йо? . 


Е 


м $. 5% 
Уз 7 я т ти = 
ГА 
о И Л, и,  — 102 — 2А,й — й2 
а а Е 1 
ми 2—4 й й 
Ро И Ус = “5, 


т. в. центр тяжести боковой поверхности лежит в точке, долящей высоту 
шарового пояса пополам; для боковой поверхности оао сегмента, 
остается справедливым тот же результат. 


8. Центр тяжести прямого о конуса ее 105). 


уг. У = 4-9; УЕ. 44; УЕЪЬ, В.Р. =/* у. ву; 


? м 
3 Е у. ау З.И 3. 494 
с И 13. И 134 |’ 
$ 
ох 1 
и ПЖ 


9. Центр тяжести полушария (черт. 101). 
М5 У=и: У =./аУ- 9; 


уп. *; а7 =2*.п.4у; 2=т—. 


7 : 
о | 
уз я= [61 ву - ву; 
т 


10. Центр тяжести па- 
раболоида вращения ый 


110). 
Гат-у 


Ув —= Гат. 5 


АТ = 27? .п.ду: 


И ИИ , 2% ола 
И НЯ =—20`--—, М =. 
Черт. 110 У а? 5'У, 


_Ъ ь 
а? 

Дт. 4 4 

С Е о 

= = | == 6. 

а И 

я-а 2 

х о 


0 


11. Правило Гульдена для поверхностей. Если вращать дугу плоской 
кривой вокруг оси, лежащей в той же плоскости, 410 и. кривая, то 
площадь поверхности, описываемой при этом данной кривой, в точности 
равна произведению длины кривой на величину пути, проходимого ее 


центром тяжести (черт. 111): _ 


дЕ=2п-х. а8; 
Е = 2 у д - 4$. 
Произведение = . 45 пред- 


‘ставляет собой статический 


момент элемевта 48 кривой 
относительно оси У; 


| ] х - 4$ есть сумма. статиче- _ 


ских моментов элементов кри- 
вой относительно оси У; так 
как сумма статических момен- 
тов отдельных частей равна 
статическому моменту целого, 
то имезм: 


Г. д. 48 =8- 3; 
следовательно, 


Е Г - 8 = Эта ‹ $. 
Выражение 215, есть. 


длина некоторой окружности 
радиуса т, величина кото- 
рого представляет просто рас- 


стояние нентра тяжести дуги‘. 


кривой длиною 8 от оси вра- 


щения. 


12. Правило Гульдена для 
тел вращения. Вращение плхо- 


ской фигуры около оси, лежа 


_ Черт. 118. 


щей в той же плоскости, что и сама 


фигура, образует тело, объем которого равен произведению площади 
фигуры на длину пути, описанного ев цевтром тяжести (черт. 112). 


47 =4Ё-х2т; - `аЁР=у- ах; 
| аТ =2к -х-у- 45; | 
у | Р=2к | пу =. 


Произведение &.у. 4х является статическим моментом элемента 


площади фигуры относительно оси У; следовательно, у. Я. у- ах пред- 


ставляет собой сумму статически моментов элементов площади относи- 
р тельно той же оси. Так как 
м эта сумма равна статическому 
момевту всей фигуры, те бу- 
дем иметь: 


ам - аз = № - 
следовательно, 
ват 2т гу 4х = 25-Е. щ. 
«<. к 


5 й Выражение” 2=х, равно 
длине окружности радиуса хх, 
представляющего собой рас- 
стояние центра’ тяжести фи- 


Черг. 113. 


туры от оси вращения. Например, этим путем получаем 00%ем и 


поверхность тора (черт. 113): 
У=жт. ЕВ. % = 2 Е, В =2 В. т, 
и: ох 


{) Определение момента инерции. 


Нсли АТГ есть объем „элемента тела“, то под моментом инерции 
всого тела понимают выражение: 


и 92, 


где через х обозначено расстояние элемента тела от плоскости (от оси 
или, соответственно, от точки), относительно которого ищется рассматри- 
ваемый момент инерции. РЕ 

Пуеть х, 9, 2—коор- 
динаты элемента тела аГ 
(черт.114);тогдавыражение 


ОИ: 22 


будет представлять собой 
момент инерции всего те- 
ла относительно плоскости 
У; выражение 


7.» = | ЧУ - 


является моментом инер- 
ции всего тела относя- 
тельно плоскости Х; вы- 
ражение 


а . 28. | | 
Чая =. ых Черт. 114, 


АВ 


Бы ао 


Пк о д об п п бб Зе А 


ость момент инерции тела относительно плоскости ХУ. Момепт игерции 
относительно плоскости называется плоским моментом. 


Под моментом инерции тела относительно оси понимают выражение: 
Л, = И ДУ - 12, 


гло через > обозначено расстояние элемента тела относительно оси Х. 
"Так 2 — 23 2 . 
Так как 72 = 22 -- 9°, то имеем: 


7, = ат (2 -- у?) = Гат. 2 -- [ал = Ли 9. 
р 2 


С 


Аналогично можем написать: 
Л, = Г ау (@#- 22) = ай. 2 -- Гат. 2 — Ли 9; 
Уз = [47 (2 У) = ау. а Га7 = Чу, Е Чи. 


Момент инерции ‚относительно оси называется осевым моментом 
инерции (или просто моментом инерции). 
Под моментом инерции тела относительно дочки О понимают выра- 


жение: 
и ЛИ, ом 


где буквой р обозначено расстояние элемента тела от точки О, т. е. 
от полюса. Так как р? = 22° -[ 9? -|- 2*, то имеем: — 


о = Гат (аа уе 2”) = / ат. 02 + Гат. у?-| Гат. 22; 


Ур = уз Е Уша -Е Чу. 


"Момент инерции относительно точки О как полюса называется по- 
лярным моментом инерции. | ь 

’ Представим себе, что масса М тела сосредоточена в одной точке, 
отстоящей от оси вращения на расстояние 2; тогда, если $ будет предста- 
влять собой радиус инерции, воображаемая масса ЛМ букет иметь 
ту же живую силу, что и действительная масса М, предполагая ту же 
угловую скорость вращения, что и данного тела; момент инсрции У выра- 


витея соотношением: 
= М. 9, 


или, переводя на язык геометрии. 


= У. 


Если плоскость, относительно которой рассматривастся момент 
инерции, проходит через центр тяжести, то момент инерции обозна- 
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Э Справочник по математике. 


Чается символом /., так что если, например, через центр тяжести тела 
проходит плоскость УЙ, то будем иметь: 


7, = Г ау. 8. 


Если бы плоскость У@ была сдвинута параллельно на расстояние 
-= е, то х следовало бы заменить выражением м2 е; для момента пнер- 
ции отвосительно этой сдвинутой плоскости мы имези бы выражение: 


Л = /4У(е = г = Гат (а? = 2же 4 с) = 
= /а7 - а? Дау. 2ех -|- } ат. ей —= 7, | И2®, 


м 
потому что й аУ + 2е2 == 2е [ а’, м и вслодствие того, что статиче- 


ский момент тела отноентельно плоскости, в. которой лежит центр 
тяжести, равен нулю. 

При определении момента инерции относительно оси, которая про- 
ходит через центр тяжести, если ось А будет сдвинута на расстояние 
-Ре, г следует замевить через 7-Е е, так что 


А = /а7 (ие = [47 - = Дау : Зее -- /ат- ОК 


Так как интеграл 9е И. 47-х как статический момент. относи- 
тельно оси, проходящей через центр тяжести, обращается в нуль, то 
получаем: 


Л, = Дау - *- е /аУ=л, + У. 22. 
Равным образом для момента инерции относительно точки имеем: 


Л. =. -+ Т.е 
Прияеры. 


1. Требуется определить осевой момент инерции усеченного цилиндра; 


7. — 71 47; ТТ — В о 2ть - 40: 


где, следовательно, 


2. Требуется определить осевой момечт икерции шара (черт. 101). 


= Л = т. [Гат 


` 1) Вывод этой формулы не входит в задачу настоящей кикги. 
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а" 


Так как Дет. = ат. 42, то имеем: 
7 =2. Гат. ЗУ — ак ду; 


г ”- 
| Л =?. |=. щ=х.? [Ре-л- 4 
© , 


т г Е . и 
> 1 у 
№ =4 | уз. ау — 1 Ди-и=ан “5 ; 
О О 9 
8 5: 2 
Я =. = (м. (7) ТУ. У. , 
и (5 =) (2 :) 
где, следовательно, 
9-2 = 
те 10: 
= У 


* 


3. Определить полярный момент инерции шара. 


= Лу +в В Ли ау. а-+ Гат. =] аУ. 42. 


Из равенства ] У + 8 — Г аТ 8 = И ДТ. у? следует: 
г 


2 = [ат-и=3 п.м. и. ща уб-м-4@; 
9 1 


ч 


З 3 , уе ея 
т Та = у = "=Т.Й, где = = У 15. 


% 


©] о 


2 
— меб — 
Ур == 3 Ре Еле 


4. Так же, как при вычислении центра тяжести мы рассматривали 
линии н поверхности (ем. отдел „с“)— мы можем говорить и о моменте 
инерции поверхности и линии. В этом случае измерение в натравлении 
оси Д следует считать сжавшиися до нуля; ьомевт иворцан отвоси- 
тельно Х или’ У будет теперь назызаться экваториальным моментом 
инернии; моменг инерция относительно точки называется, как И В ©2/- 
чае тела, полярвым моментом ивзерцяи. Пранимая во внимание эти 
допущения, для экваториальных момоитов ивкерции поверхности будем 
иметь выражения: | 


Л, =/ а. л,= ар. а. 


Момент инерции относительно точки: 


Л, = Гар. = Дака? у = Даг. а9 + ДаР. = Ле -Е Л, 


Требустся опредезнть экваториальный момент инерции прямо- 
злольника (черт. 115). | / 


л, = ар. у, аЕ=Ь. ву; 
Г. И 259 


й й 
8 9 
у 2/3 073 
=}. /’. ау = 26 у ‚ Ч) =20. т 92; 
0 
ий ат. 2. ЧЕ-Ь. а; 
| р р 
Я т 
= 22. ат — 21 Е 
= а й ад |= ‚ Дх=ай. а | о 
0 о 
63 


Ло == НТ. о 


05% _ _ 5 
ея ром 
ре 9. И 


ей 


Черт. 115. Че] т. 116. 


5. Требуетея определить полярный момеят инерции р круга 
_ (черт. ий 
7, =/4аР.у; ай= ту. 4% 
= 9-9 25 8. п 


< 


НИ Е 
ам ва 
0 
Из равенства /, = У, -Н у, = 24, следует: 
1 т 
о 
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е) Вычисление длин дуг (спрамлевие плосних иривых)._ 


Если у == (т) е 


сть уравнение плоской кривой, то,-сохраняя обозна- 


чения черт. 117, будем, очевидно, иметь; 


$ = 


И $ г ди \2 
м 0 и И 
У 47 а = в (3%) 


Отсюда, выполняя интегрирование для дуги НИ следует: 


ы- / Ут 
е 


Жели уравнение 
= Е; у=Г®, то будем иметь: 


п ай. не т и 


и следовательно; 


эр чье вече че 
г 


| 
| 


. 
в м Ар 
^ о д пе па о меб а В 


Черт. 118. 


кривой дано в параметрической форме, т. ©. 


Га 


"в (=) Чт \ -(#) у). 
(2) (2 


1. Требуется. я длин у дум параболы: (черт. 118); урав- 
нение параболы имеет вид: 


у 


Следовательно, 


$ = и 4. 


502 ау 6 
= - 5, С 


и т ана 


т м О 
у: о а / до У а^ -Г- 40%. 
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- Полагаем: \ 


26% = 2; а = эр | 


откуда И 
, я > 
п 
о г основной таблицы О ралов дает: 
} 
м = Не ИР 2 --.5 р (УЕ 2) у 


а 


9" — то Ее -- © т (26% -- У -Е сева) | 


20% 1 
| `0 
Подставляя пределы, окончательно получаем: 
и 28. О 
то У а 4 -- т (26а та У 46) — № а? |. 
\ 


ИИ, } Ь и 
— - Уа2- 40° т Ш Е > у е-- 48 


С: 


Черт. 119. 


2. Определим дли) 0% циклонды (черт. 119). Уравнение кривой 
дано в параметрическом.виле: 
® = (> — зто}; 
У =(1 — с0$ $); 
4% = (1 — с055) С; 
© а =. э5шф + 4$; 


= Г + (2) +(7) = / ук [(1 — с08 ‹)? "-- 5102 $] = 
т Рив = 2 | И. 


: 7 
а 5 Мо ион ааа лить, ——- 
"= Ш ея «| 605 . : 


282 


Исли окружность сделает полный оборот, т. е. если $ возрастает от 
0 до 2, то получаем: \ | 


$ = — 4т [с05 п -—— 605 0] = 8а, 


Г) Интегральные кривые. _ 


На стр. 214 было показано, что первая произродная всякой функции 
является в свою очередь некоторой функцией переменного х [она была 
вами обозначена через 9’ = /{=2)|, 
гоометрически представляющей собой у 
кривую, названную нами дифереи- 
циальной кривой. Из соотношения 
у / Ё’ (2) ах получаем у=[(<), а} 
криную, спределяемую урзвнением 
у = (№), мы называем интеральной „77 
кривой для функции у’ == (2). До- 1 
пустим сначала, что хаяо Функдяя «- 
у’ = (=) (черт. 120); тогдь имеем: 


ар =’- а = 7). ах, | 
[= у -42 = ИГ) ат =у, 


откуда видим, что ордивата у инте- 5} 
гральной кривой разна величине 
площали фигуры, ограниченной кри- 
вой и’ = (5) и осью СХ. | 

_  Шсди, наоборот, считать за дан- И 
ную функцию иу=Дх), то будем 
иметь (черт. 120): 


а"—у. ах, Е = /у : =, 


т, е. интегральной конвой для Ффунк- 
ции у = (2) будет являться та кри- 
вая 5 = Й(х), в которой величину. 
плошади фигуры, ограниченной кри- 
вой /=/(25) и осью Х, изображают 
орхинатой в точко 2; интеграл здесь 
берется в пределах от О до <. 
Резюмируя мы можем сказать: 
1} — (2) есть диференциальная кри- 
вая для Функции 2 = #'(5); и одно- 
временнс с этим у’ =7”(2) есть ди- Черт, 120. 
ференциальная кривая относительно ‚ 
функнин = (2). Значит, у’=1Г(х) есть вторая диференциальная 
кривая по отношению к 2 = 1Р(2). Из черт. 78 на стр. 218 следует, что 
)—= К) есть диферезциалрная кривая для функция — 700). а 
р =КИ) — вторая диференциальная кривая по отвошению к $ == КУ. Иди 
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обратно: кривая, выражающая зависимость скорости от времени, есть 
интегральная кривая для кривой, выражающей ускорение; кривая же, 
дающая зависимость пути от времени, есть интегральная кривая для 
кривой, выражающей скорость, и тем самым она явлнется интегральной 
кривой второй ступени для кривой ускорения, 


а х* 
Пример. Требуется определить интегральную кривую для кривои 9—3. И. 
{2 


Данная кривая есть обыкновенрая парабоха, проходящая через точку Р, (а, 35} (черт. 121). 
Из. равенства аа — 9 + ах следует: 


7) 
= ух С, 


Положим в— С =”;  твометри- 
чески это соответствует тому, что мы 
сдвигаем 0`ь Х вверх на расстояние (\. 
Тогда уравненае найденной интегральной 
кривой примет вид: | | 

З 


т. т — ар. Г 
и ] 9-5 25 * 4. 
й 
р 9 Полученая кривая представляет 
й | собой кубическую параболу, огнесенную 
й к осям Х’2’. Она проходит через пачахо 
к: координат 0’и, если ординалал ее увели- 
т ть чить В а раз, — через точку Р, (а, В). 
ах Множитель а называется множителем 
———— кривой, или- преобразующим числом к 


большей частью обозначается через в. 

Если требуется избежаль введения мно- 

жителя а, то следует изменать дя орди- 

нат кривой маештаб и за ординалу 

точки Р, принять отрезок 21” = ав, Обра- 
ар › хз 


`| зуя для кривой 2’ — т еще раз 
0 о. КРУ интегральную кривую, получны: 
а @и = 2" о 43; 
: я а> 
=! % — 2. @х = — Хх: ах = 
а 
1 а? 
\ м 3 —. $ 4 
Черт. 121. а а бб 
Положив и — 0, = и’, будем иметь: 
1 5“ 
947 — — @20 #-— Г 
4. а^ 


’Полученная кривая и” — (<) представляет собой параболическую кривую четвер- 
того порядка, которая проходит через начало координат и нри вБеделии множителя 


Е а’ через точку Г. (а, 5); или, вели произвести изменевие масштаба, ординат, — 
кривую, аналогичную первой, проходящую через начало координат и через точку 
1 | | 
Е 1.5). ” 
1. Примензння. 7 | 
Балка несет сплошную равномерно распределенную нагрузку, разв» 
ную 9 11/см. Согласно определению поперечной силы имеом. 


4%, = 9. ах, Откуда 
Ил —/ 4 ° ох. 
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$ 


пак как при Я =0О также и ©, = 
(Следовательно, кривая поперечных ен 
ость интегральная кривая для кривой 
нопрерывной нагрузки. Далее, изгибаю- 
шим момент балки в точке х опреде- 
пяотся соотношением: 


ЧМ. = 0: 4х, откуда М, = / 9 . ах. 


Эдесь постоянное интеграцил также 
равно нулю; кривая моментов есть 
интегральная кривая для кривой попо- 
речной силы. 

Из диференциального уравнения, 
определяющего радиус кривизны кривой 
изгиба 


4? 423 
В ам. 
имеем: 
(5 \ 
(1) = М - 4» 
откуда 
0 
2: Им, И о. 


В этом случае значения постоянного 


интеграции определяется из особых усло- 
вии задачи (9 =0 для =). Кривая 
” углов наклона, помноженных на ЕЁ), 
является интегральной кривой для 
кривой моментов. Из соотношения 
46 = . 4х получаем: 


5= [. @2-- 0, 


И здесь постоянное интеграции опре- 
деляется из 060бых условий задачи 


(5 = О `для х =. Так как изменения. 


значений постоянных интеграции обу- 
словливают собою только сдвиг осей 
координат, то эти изменения не влияют 
на свойство упругой линии, и она 
остается интегральной кривой для кри- 
вой углов ‚наклона и второй интеграль- 
ной кривой для кривой моментов. Когда 
говорят: кривая изгиба есть вторая 
интегральная кривая относительно кри- 
вой моментов, то это значит не что 
иное (см. черт. 122, а и 122,5), как 


Постоянное интеграции равно т | 


д ХТ 


АА 
зыа 
{ 


-8 
о а Фь н ь -- — , ь ` 


< 
а 
+ 


т. 


/ 


2-4 За иль чаи ‘ока звезда» + сна чз 


. зе» = 
а 
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следующее: „кривая изгиба балки с постоянным поперечным сечением 
есть кр вая моментов воображаемой балки, . нагрузка которой пред- 
ставляется площадью кривой моментов данной балки“. Для случая изменяю- 
щегосея “У диферевциальное 
Уравнение упругой линии бу- 
дет иметь вил: 


и СИМ 


ьныв 


а Ам , 
С; Ух 


@& М, 
вт. 'а*--С,, 
н соответственно: 

8 = [ф- а=-- С, 


Кривая углов наклона есть 
при этом интегральная кри- 
вая относительно кривой’ мо- 
ментов, ординаты которой раз- 
Явдены на /У,; упругая же ля- 
нвя по отноше вю к послед- 
ней крявой является второй 
интегральной кривой; или: 
упругая линия есть кривая 
моментов для балки, кравая 
нагрузки кото; ой есть кривая 
моментов дачной балки с ор- 
дннатами, уменьшенными в У 
раз (теорема Моора). 

. Пример. Пусль нагрузка балки 
состонт ыз единственной силы 27 
уриложенной к коацу балки (черт. 
123, в). В влом елучае 0, — 
== Да ° = — с015$ —Р, Кривая по. 


перечной силы представляет собой 
прямую, параллельную оси Х н про- 
ходящую от нее па расстоянии Ре 


Равенство ИЛ О, ‹ @® даем 
И, =Р/ а ->Р. в та, С. =0, 
так кзк, при х — 0, М тезжо обра- | 
щается в пуль. Получениая ЛЕВИЯ 
представляет собой прямую, нмею- 
щую угловой коэфицаент Ри про- 
ходящую через начало координат: кз 


соотношения $ а — т или ИМ— 
— Р.Ь лля = легко получается 
Черт. 123. ностроение э710й нрлыой; принятый 


маситаб сесть: 1 см — а смко. 
Кривал углов ваклола упругой линни определяется как кнтегральная кривая отно- 
сительно кривой моментов; для У == 60156 будем иметь: 


1 
Е] = И, "ЧР 48 = 5. Ра С». 
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| 
Ей 


К я 

< и | \ 

ут как упрутая линия в течке захрепления имеет горизонтальное направление, 
то окно Е]Ф. при х=1 обралщается в ‘нуль, следовательяо С: —= -- — о й. 


"Отеюдь ур&внение кривой принимает следующий вид: 


1 1 = 
и... Фо 20 = Р.И: р ; етики р 
\ 
_@й пзо’раление хано на черт. 123,4; \ т 
@@ли За ординаты будем бразь значения ` | ти {; 
Углов наклона, умноженные на Е], то = ИА 7 . 
а . 7 
Ото вующ ий масштаб будет Рем — ый 16, $5 | \ у 
Ь си?л2 Урругая линия получается, В А Й 
Как иытегральнан кривая для кривой Фа, Я ь | 87 
7 в уравценая: л : | | Й 
х Даа А и. $ 
. $ Гу а 
Е] - У= фо * @а : В.] = .% рф 4.1 
# } | # 1. | | | 
1 Нов АГ т | 
= (5 Г? — 522) -@== - | а и 
и и | м 
1 3 3 | { к“ Г 
$ ие } 
ры а 1212 } ‘ 1 
т Е \ а | 
. И у м } 
Так как в точке закрепления про- у В т } р 
Роб р: я и” лю» то, при = Ву = И : 
= О, * | и у } | 
й №7 | ци и. | 
Е 22, р. ь | Г 
- у к == у. ТРЕ т ь - т = се 
елолоп"тельво, уравненре упругой линии ДА | е ая п 
НОолучим в следующем виде: | : $1 1 } 
| г 
1 Тре ря Г т т 
\ ИЗ В ее” ; ы от те 
| $ 1 
р | ВВ И р 
ев пзображение хано на черт. 123, е; ‘ | | и "ИИ. 
@Ссли в качестве ординат мы будем браль 1 А 1 
виачения прогиба, умноженные ва Е, | т ЕВ 
то соответствующий масштаб будет: . 1. 1 р т | 
1 ем — се вика. Е | : | Ат 
. п ми | 
| ^ | | т ‘ Ра 1 # 
2. Соотношения между графи- 1 г у И т 
ками движения и кривыми 5 \ К Г 
моментов. и № Г $ Зь 
с) в. $} Е 
| 0 | р 
Как известно, р =—-; кри- “|= И 
к’ Е 7 { ра и { 2 Т 
к Г ие $ 5 


! 


вая ® = {[» ‚ Е С, есть ин- 


тхегральная кривая относительно 

кривой ускорений; $ == И о. 1-0. есть интегральная кривая относи- 
телько кривой скоростей. | 

| Вследствие идентичности уравнения кривой поперечных сих с уравне- 
| нием кривой ® = И фр: 9 -- С: и, соответственно, уравнения кривой 


Черт. 124, 


; 


моментов с уравнением кривой $ == у #. 4&-- С., можем сказать: 
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Вривая скоростей может быть построена как кривая поперечных сил 
балки, кривая иагрузки которой есть кривая ускорений р = /(); тогда 
график движения получается как кривая моментов этой воображаемой 
балки. у 
Пример. Выпускной клапан газового мотора должен быть отрегулирован таким обра- 
зом, чтобы кривая ускорений р имела вид, данный на, черт. 124; определить кривую 
подъема клапана. Допустим, что кривая нагрузки воображаемой балки ОТ есть кривая 
ускорении, и примем замедления за отрицательные иагрузки. Кривая скоростей (черт. 
124, 0) является кривой поперечных сил; в интервале & она нмеет вид цараболы, 
‚ так как на части Ой) балки нагрузка пропорциональна & 

Ордината в точке {, имеет значение: 
| 1 
9, Е “о й * рт: 

Так как О есть вершина параболы, то кривая 9 вполне определена в интервахе 
44. Между & и Ф, балка нагружена равномерно; следовательно, линия поперечных сил 
в этом интервале представляет собой прямую. АС 


Равенство } 


1 | 
а 1 Р-Р (, — В) 7 


определяет вторую точку прямой. Между & и Ё нагрузка енова линенио зависит 
от $, следовательно в этом интервале кривая поперечной силы есть парабола, вершина 
которой лежит на вертикали, прохоляшей через точку нулевой нагрузки. Равенство 


о 1 
У = Тщах = ре: -- 24 © — М-Н 5 Р1 (5 — 1,) 


определяет ординату этой вершины; для отрицалельных нагрузок получается зеркальное 
отображение кривой. 

График движения определяется как кривая момецптов балки ОТ. В интервале 1 
кривая 8 — [ (1), вследствие пропорциональности между нагрузкой и $, есть кубическая 
парабола, вершина которои лежит в точке нулевой нагрузки. Равенство 

5 т -— 3 # е —- © $ = — 7 р: 
1 р) и 1 р 1 6 1 ‘Ц | 
определяет течение кривой $ в интервале % и #. Между Ни & вследствие равномерной 
нагрузки получается парабола, второй степени, которая должна проходить через точки.$, и 
и ( : (& — 
и в (& — а) и 
2 5 21° И \ в за -- 1 53 

Так как, зная 9, и %., знаем также и касательные в точках $; и $,, ТО кривую $3 
можно построить по двум точкам и касательныы в этих точках. Между В и & опять 
имеется нагрузка, линейно зависящая от $, и следовательно кривая моментов получается 
в виде кубической параболы, которая должна проходить через точку $», и 


2 2 1 
а се 1 — $. -- 5 216. 


Так как 9 = ‚ то, зная о) и? знзем и касательные. Продолжая вести 


8 
а шах? 
исследование подобным же образом для интервала $,Г, получим заданную конструктив- 
ными условиями высоту подъема относительно точки 27 как статический момент всей 
площади, определенной кривой ускорении: 


й — : а (т ен (Е 


2 | 5—1 
р -Ъ [7-5 - 5-6 - о (26-9), 


1 


Е о 21 (Т-Ь). - (Т- 5. 


Так как в практических примерах время подъема делится на некоторое чиедле рав- 
ных частей, то разности (2 — {) упрощалются, получая простые числовые значения 1). 


о бр. Рибфе, З4епегапоеп 4ег ПашрйпазсеВше, Вега 1928, Заоз Брипвет. 
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и 


ии. ' 3. Интегральные кривые как веревочные` кривые, 


”Исли известно уравнение кривой и требуется для нее наити инте- 
‘ральную кривую, — к цели быстро приводят аналитические методы. В 
Цругих случаях рекомендуется пользоваться графическим интегрирова- 
йием, при котором интегральная крирая вычерчивается как веревочная 
ы 


4, 
Й р. 
аз 
ла 
а м. 
0 > к $ 
: . ь : ея } Е Е у м ИИ, 
6 Чо 3 ‚ба 
2 х => 


р 
АА дне иаил тирнки в С КЕ РР ФЛЕЬ ттт < еле иедьььгчеь ы Я НАА МВОНИЯ са пазииьнииаытазинет ДЕ 


Черт. 125, 
за 
+ 2 ы х р" 
кривая. Пусть на черт. 125 задана кривая У — Г(х); для того чтобы вы 
числить интеграл 


д= Г ® 4 


разбиваем ограниченную кривой 9 = #(2) и 0650 Х площадь, кто 
по величине равна искомому интегралу, на узк.е полоски так, чт ь 
эти полоски можно было, не изменяя их оснований, превратить в разве 
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м 


великие на-глаз прямоугольники. . Величина всей площади выразится 
соотношеняем: 


= /`1(а) -а2=ь, ЕО, Р-Р... 


Сложение произведений, стоящих в правой части, можно произвести 
графически следующим 0бразом: возьмем на ося Х произвольную точку Р 
за полюс, спроектируем высоты прямоугольников на ось Ун проведем. 
пучок лучен Р/; Р2. РЗ... Прямая, проведенная из нопого начала 0” 
координат параллелько лучу 1, отсекаот ординату аа’ =2,; прямая, 
параллельная лучу 2, проведенная из точки а '»› Отсекает ординату 
аа; —г.. Продолжая этот процессе, получим ломаную линию 0717273. ий 
которая по округленни становится интегральной кривой 2 — и Г (2) : ах. 

Из построения имеем; | 

} 
п: Н =а,:6; а ФЛ: 
в: Н = (22—22) 6; Н-2-—Н-а = 6. .Й,: 


): 6, 
Ы +, = 6+ НЫ. 21 = 6:1, | 6.й, ит. д. 


Ордината произвольной точки вычерченеой таким образом кривой 
имеет значение 


1 . ь ` ; 
т (т). ах; следовательно, я Г (2) - ах =Н.а. 


Постоянное интеграции учитывается при помощи сдвига оси Х на 
расстояние (. 
© 


Замечание. Определенный интеграл й — И Г (5) › ах всегда интэрпретяруетея как 
0 


площаль фигуры, огланиченноЯ кривой у — { (1); его значение пахолнтся при помощи 
измеренил площади этой фигузы. В практических ‚случаях это делаегсл таким о разом, 
что кривая у = / (5) вычерчивается, принимая во воимание масштабы для осей Хин Г 
и затем определле:сл масштао ‘даницы площади. Если кривая вычерчивается на милли- 
хетровой бумаге, то тщательный подечет ла т совершенно прагодный резуль: ат. в других 
случа-х употребляют п 'азимэ:р или получают ин:егральную кривую по способу, указан- 
ному на Ч. рт. 125, пользуясь интеграфом (см. Маг и В |осыша пр, 1035 зе1сБпе- 
т15сВе Пиевнегей ши де [цесташел, Уеав В. ОШЧерЬигЕ, мйпевед пра ВехИа 1921), 


9) Диференциальные уравнения. 


(Соотношение между перемёнными величинами, содержащее дифорень 
пизлы Или производные, называется диференциольным уравнение. м» 
Различают обыкновениые диреренциальные уравнения и уравнения 
с частными производными; обыкновенное диференциальное уравкение, 
кроме зависимых переменных, содержит только одно независимое пере- 
менное 2 и, следовательно, производные Только по этому одвому пере- 
менному. Нсли же в диференциальное уравнение вхолят частные 
диференциалы или частные производные относительно нескольких неза- 
висимых переменных; то такоз диференциальное уравкевие называется 
уравнением с частными производными. Дн`еревнциальные уравневня 
разкичаются также по порядкам, соответственно напвысшему порядку 
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холящих в уравнение производных; например диференциальное уравне- 


‘ние будет второго порядка, всли` нз производных, входящих в уравнение, 
9 


я 


ГУ 
‘аз окажется наивысшего порядка. Диферевциальное уравнение 7-го по- 
рядка будет 2ерв0% опепени, осли оно окажется первой а: оТносСн- 
тельно ко ест Чу у И 
ха. К ЛИЧ В т ЕТ эоф 
ат’ 428 ’°`°? ат 


циальным уравнечием 7-го порядка. 


в называотся линейны.и диферен- 


1. Дкференциальные уравнения первого порядка. 


°— а) Простейшее обыкновенное диференциальное уравнение первого 
порядка имеет вид: 


к о | т И (=). 
ие этого уравнения следует определить такое выражение: 
у=1 (2) -- С, 
которое после диференцирования переходило бы опять в данное урав- 
иеоние: 
| ти = (2). 


Выражение | | 
у=/ Г). 4а==7® 0 


называется общим интезтралои данного диференциального уравнения; 
оно содержит произвольное постоянное, так как диференцирование 
функции у = { (2) -- С также дает: 


о Ро) 


Ь) Е сли диференциальное уравнение дано в виде: 


ач - 
то его следует решить относительно о т.е. представить его в форме: 
бу И М (®, 
2. И Е, 97) 


М (х, 9) ал -- № (х, у) ау =0. 
Если М(х, у) будет функцаей Х одного только переменного с, 


в М (о, : у) — функцией У только одного тр /, т. е. 


М (т, 4) =Х и И (5, 9) = 


то мы сейчас же можем получить общий и 
у 


Гх-а=2-- [ У-4=С. 


Это уравнение решено способом разделения переменных, 
ей | 211 


Примеры. 

1. Требуется проинтегрироваль диференциальное уравнение: 
к ы Чх — х ‘7 ОЕ 

Деление на (— х. у) дает: 


Е 
и мы 
откуда 
ау 09 
= —=0; Шу-— Шл= 6 — б.х. 
7 ы Я У 


2. Проинтегрировать диференциальное уравнение: 
@у 
ах хе. — —0, 
Приведя уравнение к виду: 


ал? о 4х -|- 6х $ ах Тс. бу —0, 
будем иметь: 


откуда 


[. 3 С 2 
3. Требуется вывести уравнение адиабаты. Уравнение состояния газа имеет вид. 


2% =. Т, 
первое основное уравнение есть: 


а — с; ‹ аР-- А. р. а. 
Так как при адиабатическом изменении состояния не должно быть ни увеличения, 
ни потери тепла, то 40 —0; сле овательно, 


бе, - аа . 1 ° 0%. 
Из равенства В. аТ — р. @- о. @р будем иметь: 
Си 
так что ® 


. (1 -9. а. 
р о Е Е 


вос, 'р* 4 с, "т. РГ (6) — у )-р- @ =, "т. @р-- ср р. а = 


ет . 


бр 
=. @р -|- —— р. м. 
6 бу 
— А, получим: 
2} \ 


Ноложив 


С 
| О=о. р-- В. р. 4%. 
’ Разделение переменных дает: ` 


НО 
ф $ 
Производим интегрирование: = 
т та 
з $ 
фл ' 1 


причем начальное состояние газа, определяется выражением 2:7,, а конечное—выраже- 
нием р.у.. 
Отсюда будем иметь: 


2 НЕ 9; \# 
— (шп — ШП — А пя, — шо): Ш А. Ш 2 нь ния ПИ 
(1 ра 21) (3 92 1) р о. Г ГА 
Ё К 


2:81 - 9..9.°. 

4. Сосуд имеет объем ТИмз; поверхнесть пагревательного змеевика равна Ё м 
начальная температура жидкости С, конечвая Температура, 8 °С, удельный вес — 7, 
удельная теплоемкость — с, коэфициент передачи тепла — Ё. Требуется найти росе 
температуры & как функцию времели 2 для случая идеально изолированного сосуда. 
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г 


, Количество теплоты, проходящей через поверхность за время 4, опредоллотся 
очпощецием: | | 

№ 80 =Р(@-—0.В- 9. | 
Приращение количества теплоты выражается соотношением 08 = У.с. 1. 96; из 
ИХ днух равевств имеем: 


я т. с .1 А 
ИЕ О: поно ‘Бо 
2 ( | о Я.В 1 —й 
Полагая | ое 2 = А: 7. — й=- будем иметь, 
И.В - Мм 
6 
4 — — Чу, @-=- А. Е 
Я 
$ 
| а, 
‚ 5— А. Шу Афр = р 
И: 
Г: 
& $ — 
6 а 
| Я — 8 
'Аохозательно, | 
| $ 
И Пя 
ыыы. о. 
у ь 
е 


Б. Сосуд, содержащий (включая „водяной эквивалент“) 10 м3 воды, нагревается 
в! 10 до 80° С паром, имеющим температуру 100° С. Продукт конденсации вытекает, 
имел тоуператузу 100° С. Поверхность нагрева составляет 5 22, коэфициент передачи 
_тонль — 2000 хал/м? °С час. В течение какого времени вода пагревается до требуемой 
_Жимпоратуры? ^ | 
Сохраняя обозначения примера 4, будем иметь: 

100.0 4—5 (160 —® . 2000 а == 15000 (160 — 8 @2 


+ 
2 в ( 0 —. ‚ 42 Г рии И 
@=5 (10—10. Е; 
80 
— 2—1 (100—9 | — 1 (100 — 80) — № (00 -- 1) =ш20 —№Ш®%; 
| 4 10 


„ — шп 90 — ]в 20 = 4,5 — 3,0 —1,5 часа. | | 
с) Если разделение переменных не может быть произведено при 
 помоши простого умножения или деления, то в некоторых случаях тот 
_же результат может быть осуществлен при помощи соответственной под- 
остановки. — | 
Пусть, например, дано уразнение вида; 


Ра 


7 
АНА, ее Г(?. 


а. ме 
ь Положим = ) у=х-2; тогда будем вметь: . 
о Ч =. Ча -х. 4 
и | 
Ч р о У я 
——- а ны г( ее 7 (2); 
4х @2 Ни 
отеюда: г 
42 42 
(2-2 => - 


откуда и видно, что разделение переменных действительно осуществлеЕе. 
818 


Пример. Требуется проинтегрироваль диференциальное уравнение: 
(2-Х. ах --х- ву= 0. 
Произведя подотановку у = х. в, будем иметь: 
хх. в + ах х(. ах + хх. 42) =0, 
Делениз на х дает: | 
ах 03 


28) ОР аб ла 
ар хи 5 Хх 1-2 о 
интегрируя, окончалельно получны: 
) 1 
шх т: 1 (1 -- 22) = 1 0; ?тх-- № (1%) = №5; 
Го [х* (1 -|- 22)] = щ 6: 
ыо: @+2- 9) 0 | хх 2) = 0. 


2. Диференииальные увазнения второго порядка. 
а} Простейшая форма диферендиального уравнения второго порядка 
мезт вид: Фу 


а — ©0015, / 
4 
а" . 
д С: 
Из равенства = С следуат: Я и. = С. ах, 


и по интегрирования будем иметь: 
_ @ 4) 
= ОЖ (.. 
ас о т 
_Равделение переменных даст 
ау О 
произведя вторичное О НСНаНИе, получим: 


у = С ео, 


где через с, и С. обозначены произвольные постоянные интеграции. 


Иример. Как известно, ускоренне движущегося тела является второй производной 
пути по времени, и при равномерно-ускоренном движении ускорение постоянно, т, @. 
| 425 ат 
р — ой С015 ® 


Интегрируя это пы колу 
=”. Е И ь = р . Г 
в этом случае постоянное интеграции равно начальной скорости г сз вторичное изтегриро- 


вание дает: 1 
о р -Е 50; 


тде через. бо обозначено постоянное интеграции, 
2) 


а 
Ь). Пусть дано уравнение ее (а) 
ау. 
2 ИИ | 
Из ратенетва 4, -==7(2) ила а ты 4® по интегрировании 


С г = / ге. д 0, = 1 (2) -- 6, 


[ое 
= 
> 


Разделение переменных дает: 
ау = р (2) - а -- С, . 4% 


у= / № (<) - 42+ Са -- 6 
Поимер. Уравнение упрутой линии в случае сесьма малого изгиба балки имеет вид: 


аи. 1 
ры Ао Яд - 
| я” Е й 
хде. 7 == ©0036 обозначает момент игерпии поперечного сечекия, Для балки, натружен- 
‚ ной на свободном конца силой Р, имеем: 
Шу И, 
где через у обозначено расстояние х от свободного конца; еледовательно, 
42 1 49! 1 Га 
— =. Р.м или = — р.б. = -Р. = С.. 
йа Е ах Я в Па Уз Г С 


‚ Значение постоянного нитегрирсвания 0: определяется из технических условий за- 
дачи; капример, при горизонтально закрецяениой балке пасательная к м диНИЕ 


таким образом 


в точке закрепления имеет горизовтальное направление, т. 6., для д = 4 Ф= =: == 0. 


@ 
Подставляя зти значения зв уравнение - — / (2), получаем: 
Ни 


1 Р.В те РУЙ 
Л °- — --- С, и отсюда С: — РА р 


_ фах что будем иметь: : 
29 

те ее . о ПН ыы . О. 8, 
яз 2 2 ! 


Повторное интегрорэвание даст: 


. р р д» РВ 
а ПН в. 
У= ву = 2 т ой ору 3 27° т % 


Значение постоянного интегриро- | 
вания С. оиределяотея из условия, что ® 


прогиб в точко закрепления равен нулю, ` ц 
х. е, что при Я и = 9; озсюда имеем: | и > 
а м ЕВ 1 
ОНА ВОРА, Г СИА | 


Подставляя эте значение С., пелу- 
чаем уриввение упругой дннии в следую- 
шем виде: 


о ето еткь у е 
я # 


в А РН о УЗ 
7 681 2) | ЗВ. 
6) Требуется составить УВ 

нение кривой, по которой распо 
‘лается закрепленная в о. 
точках нить, вес которой прямо 
пропорционален ее длине. Вес 
элемента дуги 45$ (черт. 126) ра- 
вен р * @3, где р есть вес единицы 
длины нити, Представим себе, что 
элемент 45 вырезан и что к кон- рае: 
цам его приложены, как внешние, оу 
силы натяжения фи $}-- 0$ в на- Черт. 126. 


рат 
< ИГ" ыы 


- : 18. 


4 


Г 


#15 


правлении касательных; тогда элемент дуги должен находиться в равно- 
весии. Первое условие равновесия 2 Н = 0 дает: 
—{. 608 Ф-|- (&-- а® . с0$ (® -- 4$) = 0, 

откуда видно, что приращение горизонтальной составляющей натяжения 
т Р до Р’ равно вулю; таким образом 

4(Е: с0$ 5) = 0, следовательно #- с05 2 = 0156 == НЫ ==р-#. 

Из второго условия равновесия, » У =0, имеем: 

—{. зто -Г (Е-- ай. Эа (> -- 9$) —р.: 48 =0. 


Приращение вертикальной составляюн пей ватяжения от Р до Р”, 


таким образом, определяется соотношением: 
4(}- шо) = р: 48; 


из равенства #.: с05$ == 0й следует: 


так что 


Й Е 
( Е: т $) —=р. 43 или В. 99 -== 43. 
Интегрируя последнее уравнение, получаем: 

й. (о © == 8 = С ° 
Так как для вершины кривой (точки пересечения кривой в осью У), 


т. е. для х-==0, также и $-=0, тои С, =0, так что 


$=й. 0$. 


1) и 03 = Идя Я = 0% у: я (2) 


Из равенств 0$ = тя 


имеем: 
| (4. 


и (3) = йе | а \ аж, 


те 0 
Полагая = 59° та ‚= еб, получаем: 
р ат ах 


„Х; 


р: а2 = о р 
й ‹ 92 и = Е, 


и ис интегрировании: 
5 = (#5 У1- 7) | 0+ 


из равенства 


. 
4 
бе Ф = 0 
51 (Е 
‚ заключаем: Со = 0; следовательно, 
$ х ыы — 
й а 


= =ш( ты 2}, е =#-- УЕа, 


#15 


о 


пли, возводя 069 части равенства в квадрат, 
25 _© 
Ре 9 
в о АВЕО, 
и отсюда 


2% 
в -й т 
о 
# = и 5 \ 7 —^ ах == 5 ще 
в 
2.6 } 
Из уравяения т А 
И — о е о @ 1 а 


С равно нулю, так как, при х =0, У = 

4) Пусть дано уравнение вида: 
Фу [9 
иЕИ а 


Лелаем подстановку: = — 2: таким 060430м В 


можно написать :. 7(2) или д Е 
но каписаты — ==7(2) ил ОЕ 
ож & 9 | (2) 


2 | 
= Гео, 
(>\ 1 

© { (2) 


р Е 2 ` а2 
{в уравнения 9у = 2. 4% = ги 
Путем исключения 2 определяем У как 
Пример. Проинтегрироваль уравнение: 


ву бу 


—— иг 
9 


— а 
@:27 4% 


ан 99, — @2 18° 
Полалаем, = т а =: Слеловательно, — =а 8 вх — 
ах ’ 022` 9 ах М2. 


а | 
о — № (а 2) + хи шли я — % = № (@ т 9}; 
а-я 


х = с Чая = —— == 
8 а’ у 5 аа 
=: в ^^ Я а (а 


р 


— аж 3 ОТВуда 


‚ сяодовательно, имеем: 


| 2. 8 | 
од находим: У= | =) 1 С. 


функцию 7 (2) от &. 


Ра 


2 
18° 
67 — 9 = 4-2} 


2. Ца 3 42 
: Г: е == а) -а. шата ть == 


211 


ыы 


ау 
8) Дано уравнение: А а 


к: 


.— уе 


Полагаем: . ==; ТОГа будем иметь: 


м 


} ий 
и так как а = т то получим: 


х = О, 
Для того чтобы 2 было действительно, (С, должно быть положи- 


тельно; полагая С) —= с*, будем имоть: 


ОР? == 68 — 47; а. 2 = -- Ус— п; 


мт я = БИ @— 9, 


_ а м 
—-- и —- — И а. 
ах 
Разделение переменных хает: 
у уе 
| #0 = и ь 
и 8—8 а 
Интегрируя, согласно формуле 20 таблицы основных интегралов, 
получаем: 
и этозш 9 м У в, 
го — = == ь о а -/ о а 
р ее я 29 6 Е. а 3 
. т И ий к 
# =. 9 а] = . 5ш С. . И 3 : 605 с. д —-. 
[8 + {9 


| Нолатгая с. 605 С. = и с. О. —= В, на- 
Я ходим общий интеграл данного диферонииального 
; „р уравнения в зиче: 


2 


= 


и даль д 
` 


аа Че 
3) == .4 № —-|- В. 605 —. 
_@ а 
| Пример. Диференциальное уравнение упругой линии стержня 
‚ (черт, 127) имеет зил; | 


аи АИГ. ВА 
а = и = — {-— и). 
За в. 7 “ 
ТЕ Молагаеы: —— . и а 
а БЛ ОЕ я и о -ту. Тогда, вводя еша 
ГУ Е `’ в И Бу’ "Ода, ввод 
| подстоновку (7—9) = —в, 
ов: ау _ @ 
НТО 
получим: 
@у _ 68 а _ 8 
04° Ц” бай Та ° 
| 


Общий чнтеграл этого диференциального уравнения соть: 


вые Ре = о 
>: ди 
ия -—0 —0 ин —— —0. 
Черт. 127. я р в 


ве 


819 


Подставляя в уразненне 


2. | % 
й Е — ‚ С05 


т 


1 мВ 
‚9 — 
ат а а 


ия 2» 
% —=0, получаем: А —0, и из уравнения у —Г= А. зт — - В. е08 ——, подотавляя 
| а а 
5х 


== 0, находим: В — — р так что : 
ия й К Ни 
=> О ФЕ 05 (1 — сов : 
у—И=- Г. 605, ЧЕЛ М. 608-17 =) 


Предползгая, чт6 сыла Р приложена экецентрично, на оасстоянии е от центра тя- 
жести поперечного сечения, и что наибольшее значенне у ость 0, будем иметь: 1 0-е 
% \ . 
и, следовательно, и = (© -е (2 — с05 = ри становится равным 0; поэтому 
имесм: 
1 — с08 — 


о --) 


1 7 
66$ — \ соз 5 
в а 


1) 
6 — (5 я с} (1 -- 605 а "Е 


„Георетически, когда со5 ге 0. $ обращается в бесконечпость; это пронехадит 


даже при исчезающе малом ег. Практически этот результат’ означает, что способность 
стержня поддерживать груз без значительнохо изменевия своей фоомы прекращается, 


ЗМ | 1 А Л [ п 1 1Р. Ко а 0, 
когда 608 — обращается з пуль, т, в. когда — = ->, } т — 5 иле 
в я 
ры и . я. ь Это предельное значение нагрузки называется „ломающим грузом”. 
Г) Нусть даво хиференциальное уравнение 
у а 
А НН А 
© ве 
А Фу | 
Положим у ==. . 68; тогда = == 6 4. а 07, у; поэтому дан- 
х г мы : 


ное уравнение примет вид: 


и--а.с 9 --0 ‚9-0 или аа. е--0= 


Кораи этого и _уравиения суть: | 
Мм: А 
4] О у) а 
1 == — ен ню Е аа 


ня 


Функций 9, = А.6”” иду =А-е”” суть два частных интеграла. 
данного диференциального уравнения. Есля мы имеем дело с уравне- 
ниями механики и если с; и с. действительны, то они, вообще говоря, 
должны быть стринательны, и тогда данное уравнение предетавляет не- 
пернодическое дхвиженяе; если с, и с. комплокены, т. е если 


и м А И 
А Е ЛЕО гие = и 
то будем имет 
-> а . 
= А.е * -61'8 9 А.е йо, [608 (9%) #- за (8%), 
@ @ 


`В п ба ое о 
аа +6 $ = А .6е ‚ [с08 (55) — зы {(52)]. 
| | 219 


> 


Из общего янтеграяа: у == сов . 9; -— 60186. у, получаются, слело- 


вательно, еше такие частные интегралы: - 
а 


1 т 
= (1-9 =А.е ® ^^ сози 
В = 5. ЕЯ 
и т (У: — 9.) = А -е . Эт 9%. 
28 < . 
Полагая А == с; — ==; В = с, получим уравнение кривой зату- 


хающего колебания (ср. стр. 204). 


Пример. Если цепь электрического тока, сила которого 7, имеет сопротизлевие А, 


_ выкость С, козфициент самолндукции Г, то существует соотношение: 


- 227 и  @ у 
И [20 


| И СЫ 
где через { обозначено время. Решая это уравнение, получаем: 
| т, + - 
Е = А.е Е 5 81 9. 


Кривая У =} (1) соответствует черт. 72, если положить там с, == 0, 5 в частяостя 
4 —0, если 
0.1 —0, т.е. &—0, 


9. — 0 т, т.е. А +>, Е 
ь т 
5—0. 2, т, а ‘ 


з.ы 


Пернол Т равен =. 


> 


Маха и шоьма функции / определяются из уравнения: 


№ 
и 
ал ОГ, | . Ю Ат Ы. В. 22 
Е — Аё ° 6. с08 0$ — рт ° В о == 0; 0$ = ВГС ых ИТ. 
9. 2Г, ч : 
Ею Е, 6$ = б.п т: в: 0. а к; 


р 


о 


Отношение двух’ последовательных вамбольших значэний имеет вид: 


т $ д 
В , —- —. 7 
9; А, ё ЗП 64: . 21 
— = — БФ и——ы_о=—а—щ—щ- э 
У ВИ. 21 (021 —|- т) 
м и! 
27, 
А ›@ 
о Г: 
Выражение 57° Г называется логарифмическим декрементом. . : 


Если залухание незначительно, т. е. В мало сравнительно с 2Г,, то отеюда следуот: 


——= =” ИГ. 0: 


полученная формула колебанай употребляется в бэспроволочной телеграфии и выражает 
собои условное розонанса. 


п} Семейства кривых; огибающие кривые. 

1. Вели в уравнении кривой начинает изменяться постоянный ко- 
эфициент, то получается семейство кривых одинакового с данной кри- 
вой характера. Например, пусть дано уравнение прямой, проходящей 
через начало координат: | | 

у == + ©. 

Дазая коэфициенту т всевозможные значения, получим бесконеч- 
ное множество прямых, уравнения которых будут иметь вид: 

| У =. У=т 9) у=т:-9;...;} 
совокупность этих прямых будет образовывать пучок прямых с верши- 
ной в начале координат. 

Изменяя параметр 2р параболы 9? = 2х, получим семейство пара- 
бол, имеющих общую вершину; уравнения этих парабол будут: 

у 2; 94—20. 1 =9,. 1... | 
сли уравнение содержит три каких-нибудь не завасящих друг от 
друга переменных величины, то, чтобы получить геометрическую интер- 
претацию этого уравнения а плоскости, следует рассматривать одно 
из переменных не как одну из текущих координат, а как постоянный 
коэфициент, принимающий всевозможные значения, два же других не- 
ременных — как координаты точки нлоскости. 
Пусть, например, дано уравнение изменения состоязия идеального газа: 
| 9.:9=й. Г ; 
тогда для Т = с015. р. 9== с018ё. Таким образом мы будем иметь ура- 
вчение равнобочной гиперболы, отнесенное к асимптотам. Вариируя по- 
стоянную величину 7, получим семейство гипербол. 
‚ Давая всевозможные значения радиусу ^ окружности, получим се- 
мейство концентрических окружностей. $ 

Изменяющаяся величина называется паралетром семейства кривых. 
Обознамая эту величину через р, уравнение семейства кривых получим 
в виде; 7(2, 9, 2) =0; для случая, когда кривые семейства не запол- 
няют целиком всю плоскость, будем иметь кривую, представляющую 
60б0й границу, отделяющую часть плоскости, заполненную кривыми се-. 
мейства, от остальной части плоскости; эта кривая называется огибаю- 
цей данного семейства. Не уравнение находится исключением параметра р 
из уравнений: 


(а, у, р) о С 9.) г ® —0 


бр | 
Пример !). Семойетво прямых лэно уравненнем: .. 
7 (<, 9, р) = №. соз Зр -Ру. чт Зр — а, ‹ 603 р == 0; (0 
изаом: ОГ (%, чп , . } 
ет — — 32 . п Зр -- ЗУ - 60$ 32 а + тр = . 00 


Исключая р из уравнений (1) н (П), получаэм: 
2 — а, (3 60$ 0. с03 Зр -- зтр о. зщ 32), у — а: (8 с03 р - зп 3р -- Мар: е03 39). 
Принимая во внимание соотношенция: 
205 р. с05 вр За р. 5 Зр — ©0895, 2 ©0352 › 60$ Зр — 605 49 -- с0$ др, 
603 р - 511 32 — Зв р. 03 Зр -= 1 29, 2 057. зщ 30 == 91 4р -|-- За 2р, 


н 


са 


") Аберет{-бФедетатп, ОШЕетепНатесвпаюе, Напооуег 1912, НеуммезеВе УеТаозЪисв- 
‚Базаная { 
а З 53 
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будем иметь: | 
3% = 8. (с05 4р -|-- 2 сз 25), С ыы в: (0 2р -- 8 з 259}. 
Положив а, = За и 2р =Ё-- т, будем иметь: 


с08 27 — — 605 эт р = — явь с03 40 == -- 605 28 зщ 4р — -- 5 22 
и, таким образом, получны: | 
% — —@ {2 608$ — с0з 28, у — —@ (2$ — в 20. 


Прэобразовывая полученные уразнения при помощх равенств: 
03 2—0 6051 -- 1, ва 25 — 2 90,6093 &, 
нреведем эти туре чения к виду: 
== — 6 (2 605 # — 2 605% +1), 
х' И а -— с05$), 
и соотвотетьенно: | 
У — — 24. вщ (1 — с03 8. 
Положив х’=7 0508 и мл. ь пря 
помощи соотпошеная ф = к —& получим: 


^^ 


х — 49. 6051 —* 


`Найденное уравнение представляет собой ура= 
внение кардионды в полярчых координатах, где 
только а заменено коэфиниентом 44 (черт, 68) 
Так как воординаты точек 


Ру (21 == 9, ° ©0829; у, = а, в 9) 


Черт, 128, - м | 
Ро (2. = 4, * 608 47; у -==а, «а 45) 


у 


т уравненню (71), ‚то, значит, О. представляет собой уравнение пгя- 
мой, проходящей через точки Р, Р. (черт. 128). Из равенств: 2. ==, зу а, 
следует, что эти точки лежат ва окружностн раднуса в;. Углы, Не образуют. ра= 
диусы ОР, в ОБ. с осью Х, суть: 


д &6Р,=:2р; ХОР, = 40 =2 „ХОР. 


Следовательно, когда параметр р будет изменяться, точки Р;, и Р, будут двягаться 
по окружности, причем точка Р, будет двигаться вдвое скорее, чем точка В 

В лольхо что рассыотрениом случае (кардиоила) мы соединяем прямою две движу- 
щиеся (зависние от пазаметрь 2) точки окр ужности, одна из которых имеет полярный 
угол 20, другая же 4р. Кардконда, нолучилась как огичакиная семейство прамых, коз- 
никгео от непрерывного изменения паразетра р. В более обшом случае, котла воедя- 
няют прямой двое подвижные (параметрические) точки окружности побчОяя Нот радиуса 24, 
сдна из которых имеет полярный угол р, другая же тр, тде а есть данное “положитель- 
ое постоянное число, мы получаем опять семейство прямых, образозаяное не! прерывкымы 
изменением параметра р. Огибающая в этом и имеет своими парамотрическими 
уразнениями равенства Ха (1 081 — сов ий); у-=ацт а Ё — в 3}, тдо $ есть 
параметр очки кривой. 

Это суть уравнения энициклоиды; для частного случая видо кривой (кардиоида) 
и а. Вели положить те я -- 1, то произведение я-а будет представлять собой ве- 
ничину радиуса неподвыжной окоу: «ности, по которой катится без скольжения охпуж- 
ность радиуса а. Каждая точка калящейся кружиости будет описывать эцициклойду — 
ляя случая соприкосновения этнх окружностей внешним образом — и гипоциклонлу — для 
случая соприкосновения внутренним образом (ср. стр. 186). 

Построение этой кривой как огибающей касательных к ней, кэк следует из преды- 
дущего, пронзводитея таким образом: делим окружность ва некоторое число равных 
частей -— на черт. 129 окружность разделона на 48 частей, прячем точка 48 совизлает 
с точкой 0; соединяем точкя ри .р прямой линией; тогда получаем энидиклонлу, 
соответствующую числу 1; для случая черт. 1 129 27-3; следовалтельчо, должны быть 
соединены точки: [ид.1: 2н3.2 Зи8.-.8. Если а евель радиуе катащейея опруж- 
ности, 10 в этом случае п ж —1-=2, радиус неподвижной окружности равен аа. 


а. ривая, пересекающая кривые семейства Г(, 9, 2) =0 (параметр 
семейства кривых ость р) под прямым углом, называется ортогональ- 
ной траекторией этого семейства. Диференциальное уравнение траекто- 
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рии, текущие координаты которой пусть будут м, и, получается исклю- 


чением параметра р из уравнений: 
07 (2, 9, В) 


ИИ И 
ки * АН ОЕ 


да 
7 (<, у, 2) == 0. 


Интегрирование получаемого таким образом уравнения дает семей- 


ство траекторий. 


Шример. Нусть дан пучок кучей =. |(м, 9, т) = и — иж 08, 
. д д | 
И 
7. ву 4х Р. 
| _ № < 
о 
Г 
; Ри 
: 7-4 
202. 


ОИ р И, ^^ \ 
тт ] \ —\. ьх 
/ ы . 


; | 
и. 


Черт. #83, 


` 13 уразиения 5 -- №: Х кз 0О имеем: 


валы я ‚ 
ПО: 
Следовательно, диференииальное уравнение траектории будет иметь вид! 


8 х 
-— 23 — — ИЛЕ 4, бу ох 0%. 

ах р Я ° @4 
Интегреруя это уравнение, получаем; 


2 Я 
: ео Г ©, или 91 -- 2 = 0; 


анте: 


2 


следовательно, траектория представляет собой окружность; значит, мы имеем семейство 


концентрических окружностей, 
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[Х. Аналитическая геометрия. 
’_. № пространстве. | 
А. Точки, прямые и плоскости в пространстве. 


Положение точки в простоанетве определено единственным образом, 
если, наряду © координатами ж, у ее прозкции Р. на плоскость ХУ, 
хана сше ллина перпендикуляра РР. == (черт. 130}. В двум осям Х 

у | ий ХУ присоединяется еще 
третья, ось 2, которая про- 
водитея перневдикулярно к 
плоскости ХУ в вначале ко- 
ординат. Положеяие точки Р 
определяется ее  простран- 
отвенными коордипатами: | 

Фаина: ОВ 

ОЕ Е. 

Нели из точки Р опу- 
стить на каждую из коорли- 
натлых плоскостей по перпен- 
дикуляру, то, очевидно, длины 


#2? т этих пернендикуляров ^ 
Черт. 130. РР == Оч» 


А ВАХ 
вполне определяют положение точки. ху у. 
Так кзк отрезок ОР = является диагональю параллелепипеда, то 
отрезки 5 
ОР ОР би 
суть проекцин`” ва три координатные плоскости; сами же координаты 
и, 9, 2 суть проекции 7 на осл координат. Следовательно, будем иметь 
(ср. стр. 258, черт. 114): 
а Р-Р 22. 

Если обозначим ч6рез а, 8, 1 углы отрезка ОР ==, образуемые им 
с осями координат, ло яз черт. 130 легко усмотреть правильность со- 
отношений: 

| я —= 70050; у=76088; 2=#608Т, 
х следовательво 
1 = 6052 а -|- 05° В -|- ©0587. 

При помощи последнего соотношения каждый из углов а, В, 1 опре- 
деляется через два других; таким образом для определения положения 
точки в пространстве достаточно задать расстоявие ее ОР = от начала 
коорличат и два из углов отрезка ОР с осямя координат. 

Если обозначим через я, у, 2: координаты точки Р,, и через 
2, /о, 2. — координаты точки Г», то длина отрезка Р.Р, (расстояние между 
этими точками) выразится формулой: 


= У (а: — < (9 — Е (2, — 24}. 
#83 | 


‘отесказмых плоскостью на осях 
координат (черт. 131), то урав- 
‘невне плоскости может быть - 


ь 


Пусть Р(х, у, 2) будет одна из точек, лежащих на прямой, прохо- 
дящей через точку Р,(®, у, 24) и образующей с осями углы 9. Е 
тогда уравнения прямой в. пространстве будут иметь вид: . 


^ 


А О О ВЕЕТ 


05а 038 ’ 608а сот о 
Полагая. | 
с $3 а СОБ „. 608 В 
— 27 ЕЕ 14 — 00. * а 

05 @ " 6054 2 1 1 соза г 

| 60$ 1 
: Ще т 6 

. 1 6085 2, 


получим эти уравнения в виде: 


== 19 РВ, = тя 0, 


где 
т < 7712 
СОЗ що, 608 В = 
в т 1-2 -- 7 
972“ 
6058 1] == и —. 
м-н ы 


= 


Если точки Р.(®, 9, 2) и Р.(%.. Уз, 25) суть точки, лелимцие на 
одной прямой, то уравнения этой последней будут: 


дин ме 


2—2 И’ в фа. 
Пусть ОР = длина пер- 
пендхикуляра, опущенного из на- 
чала координат на некоторую 
данную плоскость, а, В, 1-х углы, 
образуемые нлоскостью с осями 
координат; тогда уравнение пло- 
скости (уравнениз в ноомаль- 
ном виде) будет иметь вид; 


м. соза-- у. 6088 -|- 
2: 605] — р=0. 


Нель ОА == а, ОВ =6, 
ОС = с суть дливы отрезков, 


представлено в форме; Черт. 131. 
| и 
[ | т. г 


Оба эти уравнения являются частными случаями уравнения плоскости 
общего види | 
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имеем: | 
А р 
Ср И ИИ 


И 42 В Ч , У в -- в 0’ 
©о5 ь у в — а а е 
5 ИЕ о 08’ И 42 В8- 08. 


причем знак О корнем следует выбирать с таким расчетом, чтобы 
количество р было положительно. 
ЧТаетуные случаи. 


Уравнения: 
Ву-- 02 РД = о есть уравнение плоскости, параллельной оси Х 
Аз (её И и Г. Е. 5 2 2 У 
А&-- ВО мы з е р 2 > 7 
А&-- Вч-- Сё = . у м ‚ проходящей чероз начало 
| координат. 
Уравнение х == а есть уравнение пхоскости, параллельной плоскости УЙ 
› о ‚. я о »› хи 
3 2 »› 32 э >. я ХУ 


В. Поверхности н кривые в простране ве. 


Вели в уравнения, содержащем три переменные х, у, 2, ва незави- 
симые переменные пранять переменные 2 и 9, то каждой паре значений 
и 7 будет соответствовать одно или несколько определенных значений 

еременного 2; таким образом будем иметь 


= (о, и 


Каждая пара значений коорлинат х, у будет определять в простран- 
ственных ксординатах единственную точку ва плоскости, ХУ, которой, 
соответетвенно различным значениям координаты 2, будут соответетво- 
вать в общем случае несколько точек в пространетве. Пря непрерывном 
изменении координат & и 9, в качестве геометрического места кояпевых 
точек координатяохо отрезка 2, получается поверхность, уравнение ко- 
торой лаетея соотношевием 2 = № (х, у). _ 

Если координаты 2, у, 2 удовлетворяют одновременно уравнениям 
двух поверхвостей 
то это означает, что эти координаты являются координатами точек, хе- 
жаших на кривой, образующейся пересечением данных поверхностей. 
Исключая из обоих уравнений, соответетвенно, переменные 2 и у, 
получим дза новых уравкения: 


ак А Чтлеечев А 

у = (2), 2=15 (м); 
эти уравнения, рассматриваемые как уравнения кризых на плоскостях ХУ 
и, соответетвенно, ХЯ, предотавляют собой уравнения проекций кри- 


вой п на эти плоскости, Нели через некоторые три точки Р, 
Г, Г. этой кривой (черт. 132) провести плоскость, то, в общем случае, 
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‚ пересечения будет „пл госк 


остальные точки не будут зежать на этой плоскости; следовательно, кри- 
вая не будег целиком лежать в плоскости; такая кривая называется 
пространственной кривой; аналитически ока определяется при помощи 
уравнений двух поверхностея. 

Если спроектировать на координатные плоскости хи и ХУ все 
точки кривой, то проектирующие перченликуляры образуют поверхности, 
которые могут быть названы инлиндрамяе ах убавнения имеют вид; 


у=Ь; (2) и г=р (3); 
эти урав: нения совпахат с уравнениями проекций 1) пространственной 
кривой, которая может быть расематриваема как кривая пересечения 
соответствующих пилиндров, из которых первый имеет образующие па- 
раллельными оси й, а’ второй — оси У. 
Нели какая-нибудь О пересекается плоскостью, то кривая 
И“ кривой. 


За 


Черт. 132. Черт, 133. ` 
Так как все точки поверхности шара находятсяна одинаковом рас- 
стоянии от центра шара, то иразнение нара, отнесенное в центру, 
булет иметь вил; 


} 


3 д 22 = 28, 


если координаты пентра шара суть %, %, 2, то уравнение шара будет: 
„, \2 р ра. 
(2 — (и @ — 2) =. 


Если на отрезках 
ОА = а, ОБ =6, Об=е 


1) Следует помнить при этом, что в уравнениях проекнии иривой координаты каж 
дого из уравнений раесмалриваются ках координаты на соответствующих плосноетяе 
т. 6. для перзого уразнения предполахтается, что кооодината 2 разра нулю для всеж 
значений дну, а для второго — координата у разна вулю для всех значений я и 4%. 
Для случая же цилиндров стсутстеиео этих координат в уравнениях товерит, что они. 
могут вметь ироизвольные значения при данных значениях координат, входящих явно 
в уравнения цилиндров. 


ерчрчы Фы 


5 
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(черт. 133), как на полуобях, построить три эллинса, то какая-нибудь 
плоскость, параллельная плоскости У, отсчет отрезки А’'5’ ик А’С’, 
на которых в свою очередь, как на полуосях, могут быть построены 
эллинсы. Образующаяся таким образом поверхность называется эллия- 
сочдом, полуоси которого суть а, би с. Уравнение эллинсоида есть: 


В 
| ё‘ Са ° 


`` 


Есля две из полуосей будут равны, например если а-=06, то полу- 
чается оллииеоид врощения, ось вращения которото есть ось 2; урав- 
нение его имеет вид; а | 


Ма 

ми 

Гы - } а 
< 


х ) 1} 


Черт. 19%. 


Вращая около оси У гиперболу 
22 62 


(черт. 24), получаем однополый чиперболоид вращения, уравневне кото- 
рого имеет вид: | 


= 


5 22 З 
И НЫ 
аа } а2 02 
Вращая ту же гиперболу около оси Х, получим бвуйолый зчтербо- 
лоид вращения; уравнение его воть: 
70 - тих 2” ра 1. 3 


г 22 ра 2 
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Пратением параболы у“ = 270% (черт. 10) около оси Х образуется 
парадолоид вразцения; уравнение его имеет вид: 


12 28 
а 
и д 


Кели вращать прямую АВ (черт. 134) около оси ОЙ и одновре 
менно с этим двигать ее влоль той же оси параллельно самой себе, при- 
чем величина сдвиге, 2 должна быть пропорциональна тт) поворота Ф, 
то образуется поверхность, пазываемая винтовой повереностью Из 
черт. 134 имеем: | 

| у =. $. 


Слоховалельно, уравнение виячовой поверхности будет иметь вия: 


р # 
т ет фо —-- ли —— == аГС © 9. $ 
НЯ Я а ны 


Если пересечь эту поверхность круглым пилиниром радиуса г, 067 
которого совпадает с осью 2, то получится винтовая линия, уравнения 
которой суть: | 

2 2 


ВВ 4 » 7, 
х = 7.008 Ф == 7.608 —, у = 7-Я ф == Р.М ——; 
а ( 


ив этих уравнений видно, что проекции винтовой линии на плоскости ХА 
и УИ суть синусоиды. 
Обозначая через # сдвиг образующей прямой, соответотвующий пол“ 
ному обороту Ф = я (шаг винта), будем иметь: 
й = 24, 


и уравнения винтовой линии могут быть написаны в Виде: 


2 , 2 
я = 9.082 у ==. ао 7 


В” \ 
Эта кривая есть пространственная кривая, которая может быть но- 

строена навертыванием прямоугольника на круговой цилинрр. 
Построение проекции винтовой линии на плоскость У Я (черт, 134) 


7 гв 
# 


Делим шаг Я и окружность круга в плоскости ХУ на одинаковое числе 
равных частей. Ироводим через соответствующие точки горязонтальные 
и вертикальные прямые; точки пересечения этих прямых и будут точ- 
ками искомой проекции. 


Х Введение 


номогоасныю. 


Если приходится производить вычислительную олерапию одного и 
того же рода, но много раз, и притом всякий раз с различными чиело- 
выми данными, то удобно пользоваться. нологралнаии. Более узкой 
валачей номографии является. графическое решение численных уревнз- 
ний с любыми коэфициентами. | 


ха 
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@сновные понятия графического вычиеления. 

_ &) Сложение и вычитание. Пели пользоваться докартовыми коор- 
дчнатами, то физические величины могут быть изображаемы геометри- 
чески в виде отрозков, измеренных при помощи некоторого масштаба. 
Воли ОА-—х, АВ =, то наклонная, проведенная через точку В по 
правую сторону от точки В, пед 
углом в 45° к горязонту, отеечет на 

а оси Х Отрезок ОС =ж-Г и, а на- 
их клонная, проведенная по левую 
сторону, -- отрезок ОД = х-ч 
(черг. 135). Вели пользоваться милли- 
метровой буматой и начертить на ней 
сразу целое семейство параллельных 
наклонных  (отдельвые наклонные 
должны проводиться. на таком рас- 
стоянии друг от друга, чтобы чертеж 
не терял наглядности}, то мы будем 

Черт. 43... иметь Номорамму пля действий 

№, сложения и вычитания: при пользо- 
вании этой номограммой нет надобности проводить новые линии, а доста- 
точно только кончиком карандаша следовать за раз навсегда яроведен- 
ными линиями. В этом случае по обенм 
осям употребляются одинаковые масштабы. 
Другой способ решения того же во- 
проса показан на черт. 136. На двух па- 
раллельных прямых, отстоящих друг от 
друга на произвольном расстоянии а, 
наносятся, начиная от нулевой прямой 
О. О., в виде отрезков, Измеренных с по-. 
мощью одинакового масштаба, подлежащие 
сложению величины. Если ОА =, О.В = и, 
то прямая АБ отсечет на третьей парал- 
лельной прямой 11/, проходящей по се- 
редине расстояния между прямыми Ги Л, 


| 9 
отрезок 0,6=——^. Для того чтобы 


на прямой ГГ можно было сразу про- 
читать искомый ответ, следует для нее 
взять масштаб иной, чем для поямых Ги - _ Черт, 136, 

1. Например, пусть 2 и 9 суть ивги- 

бэющие моменты, и они отложены в масштабе 1 ии == 100 сп.жа. Еели 
взять теперь для прямой 111 масштаб 1 мм = 200 см-кг, то в точке С 
можно будег сразу прочесть искомую сумму 7 -Р и. 

Нрямые 1 4Ги 111 называются чикалалик точки А, В, С, лежза- 
щие на одной прямой, называются выравненными точками, а сама но- 
мограмма называется номофаммой из выравненных точек. 

Способ черт. 135 есть способ сетки,.а способ черт. 188 — впособ 
зыравненных точек. Вакой из этих двух способов имеет преимущество-— 
зависит от каждой данной залачи. 


00 


„ < 
< 


6) Умножение и деление. Чтобы перемножять величины ® и 9), На” 
носим их, как обыкновенно, па осях Хи У (черт. 137). Восстанавли- 
ваем в конечной точке С отрезка ЗУ | 
ОС == перлендикуляр к оси Х и 
продолжаем его до пересечения в 
точке С’ с горизонтальной прямой 
АВ, прозеденной на расетоянии 1 
от оси Х. Лут ОС’ отсечет на го- 
ризонтальной прямой РЁ, прове- 
хенной на расстоянии 9 от оси АХ, 
отрезок РЁ == &.9. 

Складывать и вычитать можно 


д’ 


С _екаю ы аызсжаннкивь р мкчижвслеЕО ® СПОР © пееомиетвиние = бич = ;- 8 


22 чо ча ска 3 2 мо обоих 620 г ФФ > 


только величины, данные в одних и ИС о" 
тех же измерениях; напротив, умно- = аук а Ань СИ 
жение и деление можно производить 

ий с величинами, измеренными неод- Черт. 237. 


нородными мерами. Это обстоятель- 
ство обусловливает собою при умножении (2==2:9) необходимость вве- 
дения трех различных масштабов. Черт. 138 представляет собой номо- 
| грамму для вычисления изти- 
я Си бающего момента 
и М = РР: 
т где Р измерено в хе, #—в №, 
М-—в.4-05. За щкалу примем 
теперь горизонтальную ось АБ 
(черт. 137) и будем охкла- 
лывать на ней значения Р 
при помощи равных отрезков 
(арифлиетическая, - цжала}. 
Пели по оси У будем откла- 
дывать значения $ в м, то по 
оси Х холино получиться на- 
несение лелочий в №. Ка. 
Пример. Зпачение М АНИ 
для Р — 800 1: н #= 45 м опреде- 
ляется следующим образом: от конца 
отрезка АС = 800, расположенного 
на верхней горизонтальной шкале, 
а али роли оиж ини щедссену- сиавст ' двигаемся по лучу.СО до точки у: 
8 2000 4000 6369 #080 10000 пересечения этого луча © торизон- 
| | тальной прямой, проведенной через 
А { —4,5 (0); тогда перпепликуляр, 
Чер`, 138. спущенный из точки Е на нижнюю 
горизонтальную шкалу, отсечет На 
| ней отрезок ОЯ’ == 1 =3600 мн. 
Если требуется определить значение Р = —-, т0 следует проделать тот же путь 


20 40 8 


з обратном направлении: двигаемся от конечной точки Я’ отрезка ОЕ — И перпенди- 
_вулярно вверх до горизонтальной прямой ДЯ и через точку В проводим луч ОЙ, кото- 
рый отсечет на верхней шнале отрезок Аб-Р — 800 в. - 


Математическое хоказательство справедливости этой номограммы 
ло 

следует из черт. 137, так как из пропорции А4С': ОА =ФЕ: ОР, или 

д:1= Е: имеем: ОЁ =&.у. 


10° | ; 29} 


При помощи логарифлирования умножение может быть сведено 
& сложению, а деление — к вычитанию. Для = .% имеем: 


3 ыыж 
В м м ыы мВ о ма и о А 


Я 


- -----.ъ- - >> = > -—- що рь-ь.- 


=> -- = -= — > > 2 5 > = — 


р 
} 
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| 
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} 
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ВЫ Е И ИН, 
А А 
Черт. 139. 
И _ В2=ща у, 
5!” шо? & для # = > в 
9 80$ У 
р О 2=№2— 169. 
7 | Цоэтому, если на осях (на шкалах) 
40 наносить не самые числа м и 1, а лога- 
у } 30 рифмы их, то енособы, данные на черт. 135 
а - и 180, могут быть применены непоеред- 
| ственно к умножению и делению. 
С | На черт. 139 в левом квахранте иво- 
я г бражена кривая у == 5. Спроектировав 
о РЗ Е 3  ординаты коивой \ на ось У, на последней 
| и: р получим деления, соответствующие лога- 
а я рифмам чисел 5. Ломаная а #6 > с дает, 
о п .. Например, 153. При получающихся 
. таким образом точках деления тинцут- 
* т, | | ся, однако, не ловрифиы чисел, а сами 
о < числа). Логарифмические точки делений 
°на оси У при помоши наклонкых, прове- 
| | денных под углом в 45” кгоризонту, ото- 
: И --- ее ’бражаются на ось Х, и таким образом по- 
ма, 5, лучается номограмма для действия умно- 
Черт. 140. жения. Изложение способа зычислевия в 


1) Получающеяся таким образом шкала называетел функциональной шкелой, 


правом квадранте, вследствие ясности, очевидно, совершенно излишне; 
логарифмическая шкала может быть образована, и притом получаетси 
пак же хорошо, если ординаты кривой == (2) откладывать непосред- 
ственно на оси У. 


Пример. Задача 3. 3==6 решается слелующим образом: восстаназливаем в точке 
А-—2 перчендикуляр к оси Х и продолжаем его до пересечения (В) с горизонтальной 
трямой, проведенной через точку ( — 3; проводим через точку В наклонную в 45° к гори- 
зонту до пересечения с осями; тогда в точЕо С на оси Х (нли в точке С’ на оси 7) 
может быть непосредственно прочитан результал 6. 

При делении 6:3 = 4 проделываем т0% же путь в обратном направлении: проводим 


через С или С” = 6 наклонную, которая перссечется с горизонтальной прямой, прове- 
денной чарез 0 =3, в точке В. От точки В двигаемся вертикально вниз и прочитываем 
на оси Х ответ А= 4. 


Применение способа, данного на черт. 126, к умножению показано 
на черт. 140; шкалы Ги Ш проводятся так же, как и на черт. 156, 


27. 


и из снособа нанесения делений на них следует и 01060б нанесения 
делений на средией шкале Р/Г. Если последняя проходит по середине 
расстояния между шкалами Ги ТТ, то в силу того, что на шкале 114 
даются результаты перемножения ‘чисел 2 и у, квадраты чисел, ‚соот: 
ветствующих делениям шкал Г и 11, лежат в точках пересечения пря- 
мой 1 с горизонтальными прямыми, соединяющими одинаковые деле- - 
ния шкал Ги 11. Эти тря шкалы соответствуют шкалам известной нам 

счетной линейки. 

Чтобы кайтн произведение чисел я и 9, соединяем прямой линией 
кочки делений, соответствующих этим числам; эта прямая отоочет #8 
средней шкале отрезок, представляющий собой 
произведение данных чисел. При употреблении 
готовой вомограммы вот необходимости иро- 
водить соединительную прямую, а лучше при- 
клалывать линейку или натягивать туго нить. 

Совсем не всегда необходимо, чтобы 00е 
крайние шкалы имели одинаковые масштабы. 
Пусть, например, требуется составить номо- 
грамму заработной платы; на одной из шкал 
наносим значения множителя = (число недель- 
ных часов) от 1 до 250; шкала, на которой 
будем откладывать заработную пзалу у руб- 
лой в час, берется той же длины, что и шкала 1, 
но предполагая: определенные границы для У, 
например у=1- 15, получим, очевидно, 
более подробные деления на ней (черт. 111). 
Точки пересечения прямых 10 — 10: 8-—- 12,5 
и 20 = 15; 10 — 30 определят положение сред-, 
не шкалы. Вели деления на шкале ГЛТ ока-\ 
жутся слишком мельвми, а потому результат | 
будет определяться недостаточно точно, то 
шкала Г разбивается на несколько шкал. Для - Черт. 141 : 
этих подразделений употребляются графиче- | 
ские способы, изложенные в „Иейзевг Чег апоеузо е Малвешаия 009 
Месвао “, Не 2, стр. 153. 
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Нри делении с помошью номограмм с логарифмическами лелениями 
удобно взять такие -шкалы Ги ТГ чтобы действие деления сводилось 
к доиствию сложения (черт, 142). 'Гогда будем иметь: 


| у 1 \ 
0,6 = САО В 1 (=) = 2-10 (--- | 
; Е 0 5 9 5. | =>) у) р 


Пример. По закону Ома Т— р Аи стде © 

0, есть напряжение в вольтах, В — сопротивление 

в омах, 4/- силэз тока в амперах (черт. 143). Для 

Р = У, Ю—200 0; приклалывая линойку к де- 

лению 8 на шкале Г и к делению 200 ца шкале 
ТТ, находим на шкале ГГГ: 


9 10.041. 


©) Бозведение в степень. Геометри- 
ческое нвображение функции, 
у == =" 


| у г 4 18 вр 
НВ: 0.0 2 за 6800 2 4 6801 
о 


т 


И НА |} 
сх чих ‚лпарераус > 


ол 


1000 800 500°_, 400 `, 2004-е 0 бы 


Черт. 142. - Черт, 148. 


в прямоугольных координатах, при арифметическом способе образования 
функциональной шкалы, для й`> 0 представляет собой параболическую 
кривую я-то порядка; в прямоугольных же координатах с логарифмиче- 
скими  делениями — прямую линию,  соотротс‘вующую уравнению 
с у=1.10 2, угол наклона которой к горизонту определяется соотношо- 
нием га — я. На | 

Подобно тому как на черт. 139 при помощи изображения функции 


была получена функциональная шкала но оси ОУ с логарифмическими 
делениями, можно образовать функпиональную шкалу и для функции. 
\ = 5”, на которой будут нанесены значения степени а при точках 
деленяй написаны значения основания & Опираясь на способ черт. 135, 
черт. 144 дает номограмму лля определения площадей круговых ‘колеи: 


. $ 
здесь, на осях, в одинаковых масштабах нанесены значения т ОА, а при 
точках деления написаны значения 4; Следовательно, координаты точки 
В’ суть; 


п 


. аи Аа 2 ”) г уч 8 
Оу т: Е т, 
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так что наклонная проведенная через точку Б под углом в 45° к гори- 
В 1 п } =". 

зонту, отсечет на оси Х отрезок ОД = ть 2 — А у?. Чтобы из- 

т 

бежать слвоения шкал на оси Х, фувкцаональная шкала функции Я 

переносится на верхнюю горизонтальную ось. Перпендикуляр, восстал 

вленный к оси Х в точке Г), покажет на верхней горизонтальной оси 


ео: т 
значение радиуса круга, площадь которого равна площади т 5% — т 112 
кругового кольца. Подобным же обра- 
зом могут быть представлены ура- М в 
ВНСЦИЯ: = 30 | КК 
о 
"220 И 60 
у Е 9 т. 
о й* — 227 № 
12 12 —. б 
8 20, 
Д : 
/ 
/ 
7- и 0 
й , 
о. / 
=з ! 
- / 
27 е и 
у у о 
ме. .’ 
| / а 
< | :й |3 
т й 
/ 
и ь 
Черт. 140. 


Примевение номограмм для выравненных точек, для определения 
площадей круговых колец, показано на черт. 145. 

4) Действия умножение и деление, рассмотриваемые совместно. 
Между величинами диаметров и числами оборотов трансмиссий сущше- 
ствует следующее соотношение: 


Ц. п 4. . и а 
ОИ: = _4. » ров $ откуда из 22 Ца 4 . -2 } 
@ п @1 Ка 


где я, есть число оборотов, @, — диаметр ступензатого шкива, а %., 
а.-—=-число оборотов и диаметр ведущего шкива передаточного приг ода. 
Черт. 146 дает решение уравнения в виде номограммы. На разграфаен- 
пой на квадраты бумаге, на нижней горизонтали нанесена шкала диаме- 
тров (кроме того, на ней же —— шкалы окружного усилия в 1 и мош- 


295 


ности в лошадиных силах, передаваемой ремнем шириной в 1 ем, ко- 
торые нанесены справа налево). На правой вертикальной оси дается 
окружная скорость в М/сев и число оборотов. Ноли шкалу для числа 
оборотов продолжить на верхнюю зоризомтальную ось как фупкцио- 


ею тж (> м сл 
с2:==--> © => 22 
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нальную шкалу, то номотрамма будет занимать немного места. Ноля 
представить себе продолженной правую вертикальную шкалу числа 0бо- 
‘ротоз, то лучи, проведенные из левой вершины А в эту воображаемую 
шкалу, поресекут верхнюю горизонталь в отмеченных на чертевв 
точках. 


#90 


ла: 


Пример. Дапо: @, —900 мм, и, =150 об/мин; 4, —120 мм; п. == 2600 об|мищ} 
4; —200 им. Найти 4... Проведем из конечисй точки отрезка @, —= 900 мм вертикальную 
прямую и продолжим ее до пересечения (0) с лучом, изозедениым из точки А в точку 
Пре 0: тогда проБеденцая через точку С горизонтальная прямая отеечет на правой 
вертикальной оси отрезок 9 = 7,] м/сек. Так как передача от 4; и @, предполагается 
при одинаковоЕ окружной скорости, то продолжаем торизоиталь, проходящую через 
точку (С, ло пересечения © перпендикуляром, воеставленным к нижней оси в точке 
ПЕЙ 00 (2). Луч, проведенный из точки А через точку 0, пересечетея с верхней го- 
ризонтальнон осью в делении, дающем для передаточного привода, значение п5—670 об/мий. 
теперь проводим через точку 4, —120 вертик.льную прямую и продолжаем ее до поре- 
сечечия (Е) с лучом, прозедевным из точки А в точку и, =-2500, и из точки И дви- 
гаемся но горизонтальной прямой (вследствие ра 


авевства окружных скоростей} до пере- 
сечения с лучом АРР. Перпендикуляр, опущенный на кижнаю горизовтальную шкалу 


#3 точки пересечения И даст точку @; —- 450 ми, а горизонтальная прямая ЯЁЕ отеечет 
на правои вертикальной шкале значение окружной скорости ® — 15,7 четвертого и 
третьего шкивов, | 


‚ в) Ырименение привыт. На черт. 146 изображена функция окруж- 
нси скорости /\ =1(5), т. е. мощяветь в лошедисых силах, передавае- 
м я ремнем миривой в 1 си. Измененае величнны днаметра, которое 
определиетея опытным путем, дает еемейство кривых (началом коорли- 
нат ярляетея вершина В). Нанесение этих краевых на номограмму эна- 
чительно ра’ширяет область применения последней; теперь можно будет 
релгать такую задачу: найги ширину ремня 6, соответствующую. данной 
мощности Л’ и числу оборотов и шкива днаметра Ш. 


рижей. ДР — 500 жи: п--900 об/мин; № — 20 л. в. Нроволим через точку, соот- 


вететвующую ЛР -=500 мм, вертикальную прямую и продолжаем ее до пересечения Н 
с лучом, проведенным из точки А в точку я — 800; от точки Н двагземся по горизон- 
тали до пересечения в точке /] с кривой 500; от точки У двигаемся перпездекулярно 
вверх до норесечения с горизонтальной прямой, проведенной через точку М==29 л. с. (К). 
Ротда луч, проведенный из точки В к верхней горизонт альной шкале, отсечет на послед- 


ней сначение №7 270 им. 


Г) Но.ногральны с вспомтательными шталали. Можно суше- 
ственным образом рэзеширять область пряменения номограммы, если 
наряду с основной номограммой ввести взпомогательные чомогюаммы, 
которыз в данном случае укладываются ва единственной шкале. Напри- 
мер, при расчетах по методам сопротивления матерпалов выбор размера 
поперечного сечения в конечном счете определяется величиной допускае- 
мого напряжения, которое в большинстве случаев, может изменяться 
в швроких предолах. Для удовлетворительной гомограммы требуется 
нанесение величин А. На черт. 147 это сделано таким образом, что лля 
отыскания сечения с Дь от 800 до 1200 к/см? сбставлева снепиальная 
Номограмма, для которой одновременно пригодна шкала моментов основ- 
ной номограммы, в то время как значения К, навесены на логарифми- 
ческой шкале, расположенной перпендикулярно к ней. Эта номограмма 
может также служить примером применения кривых нё& номограмме 
с логарифмической сеткой и позволяет производить расчеты норазрез- 
ных балок крана но. уравнению: 


М =т. В -1 


г. 


р $ Е 
причем для =] (1) имеются таблицы по Блейху \. В — обовна- 


- 
зелье — млайытАФьСТЕ оЕОЕНОЯ ое фон 


1) „В1зерао“, 1910, 


черви см. 
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чает давление колеса в тоннах; { — длина пролета в м: а — ширина колея 
«рана в м. На нижней горизонтальной оси нанесена шкала давления 
колеса Я в тонвах и на ней же шкала моментов в ии, продолжение кото- 
рой находится на верхней оси. На левой вертикальной оси находится 


а 
шкала длины Е вм и оля 20 == Е дене доленгя; в данном случа» 
| Га 
применяются кривые т = {| № 
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‘Роментый М 02 03 0405 о 


в. 


б | 
Кг ис? $00 5. Е ео | | МИ, 
` со © 3 Ар Ц = г 
т == = = = = = ==. 


Черт. 147. 


Пример. Пусть дано: А -:9,3 т; 1—8; в 2,8 м. Проводим через точну 1 8 
торизонтальную прямую до пересечения (4} с вертикальной прямой, проведенной через 
точку В = 9,3; тогда наклонная, проведениая к верхней горизовтальвой шкале, отеечет 
на последней отрезок Я *2— 74,5 ит. От точки а, лелащей на нижней шкале момен- 
тов и определяющейся из соотношения а:2—2,8 :8 == 0,35, двигаемся вертикально вверх 
ло пересечения (В) с кривой и далое горизонтально направе до зересечения с верти- 
хзлью, проведенной через точку А ' #-=74,5 (0); тогда наклонная, проведенная через 
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зочку С, отсечет на зерхвей шкале искомый опорный момент М — 13 ‚33 мт. Лвигалев 
теперь для определения профиля балки при й, — — 1000 ж/см? вертикально внерх по 


вспомогательной номограмме до перосечения с горизонтальной прямой, проводениой че- 
рез точку К, — 1009, и оттуда по накловной до рана шкалы профилей, найдем, что 


требуемый О ль балки должен отвечать двутавру № 288. 


5) Сложные выражения в качестве сллаелиых. Какие преимуще- 
ства доставляет метод номограмм, когда речь идет об оценко величин 
сложных выражений, содоржаших действвя умножения и сложения, — 
показывают черт. 148 и 149. Черт. 148 лает решение часто встречаю- 
щейся в машиностроении задачи определения диаметра вала на одновре- 
менные изгиб и кручение (по Доббелеру). По известной формуле сопро- 
тивления материалов имеем: 


мы ое 
| 32 МЬь Ай: Чо" ‘ао М а 
Я == т - ИЕ, .| 085-50 5. у ОЕ М, “|. 


Черт. 148. 


Черт. 148 представляет собою сет гчатую номограмыу с семейством 
окружностей; на ней, на нижней торизонтали, нанесена арифметическая 
шказа крутящего момента, на левой вертикальной оси — арифметиче- 
ская шкала изтибающего момента, а значения козфициента надежности 
_ 4 и значения допускаемого на апряженея на изгиб изображены при по- 
мощи лучей, выходящих из левой вершины. двигаемся ло окружности, 
проведенной через точку Му, лежащую на нижней горизонтали, до ‚мере- 
сечения с лучом а, оттуда вверх до пересечения с горизонтальной пря- 
мой, проведенной через соответственную точку М», и далее по окруж- 
ности, проведенной через эту точку пересечения, до пересечения с лу- 
чом р. Тогда перпендикуляр, опущенный из этой точки пересечения на 
верхнюю горизонтальную шкалу, отсечет на последней отрезок, равный 
по величине искомому диаметру. 

Черт. 149 представляет номограмму для расчета трубы, = 
ной внутреннему давлению согласно уравнению: 


к и” т ет Е, + — —8 23): 
ЗУ К, м (т - -| 1); 
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В этом случае Доббелею также применяет семейство окружностей, 
нанесенных на арифметической сетке и наносит значения напряжения р 
на 06и Х и допускаемые напряжения А, на осн У. 

Переменным радиусом из начала координат описано. семейство 
окружностей, так что искомое поперечное сечение трубы дается в уже 
готовом масштабе, Одновременво с этим указаны различные материалы 
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Черт. 149. 


соответственео копускаемым вапряжениям. Двигаемся от точки рь ле-. 
жащей на верхней горизонтальной оси, перпендикулярно вниз до пере- 
сечения с окружностью, соответствующей &(А), от этой точки пересе- 
чения -—— по лучу, выходящему из назола координал, до перезечения 
с окружностью радиуса г, (В); тогда горизонтальная прямая, проходя- 
щая через точку В, отсечет на левой вертикальной шкале отрезок т» и 
тем самым поперечное сечение трубы будет определено. 
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торых имеют вид г =а - 6005 (7$); уравневия некоторых других 
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